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Re´sume´
Un syste`me distribue´ est un syste`me compose´ d’e´le´ments de calcul autonomes
dote´s de capacite´ de communication. Il s’agit d’un mode`le commun pour l’e´tude des
re´seaux. L’e´volution rapide des re´seaux sans fils et/ou mobiles aussi bien dans la
vie quotidienne que dans la recherche ame`ne progressivement a` inte´grer la dyna-
mique (i.e. l’e´volution dans le temps de la connectivite´) dans les syste`mes distribue´s.
Concre`tement, cela revient a` ajouter l’hypothe`se que les capacite´s de communication
des e´le´ments du syste`me peuvent varier dans le temps.
De nombreux mode`les conside`rent ainsi la dynamique comme composante a`
part entie`re du syste`me (et non pas comme une faute). De manie`re re´cente, une nou-
velle approche, appele´e graphe variant dans le temps, tente d’unifier tous ces mode`les
dans un formalisme commun qui permet de classifier les syste`mes en fonction de leurs
proprie´te´s de connexite´ temporelle. Dans cette the`se, nous nous inte´ressons a` des
syste`mes distribue´s hautement dynamiques dans lesquels les hypothe`ses de connexite´
sont minimalistes. Plus pre´cise´ment, nous concentrons nos efforts sur les syste`mes
connexes a` travers le temps dans lesquels la seule garantie est que tout e´le´ment du
syste`me peut infiniment souvent envoyer un message a` tout autre (sans garantie sur la
pe´rennite´ de la route utilise´e ni sur le de´lai de communication). Nous nous inte´ressons
plus particulie`rement aux proble`mes de couverture (par exemple, ensemble dominant
minimal, couplage maximal, ensemble inde´pendant maximal, ...) dans ces syste`mes
distribue´s hautement dynamiques.
Les contributions de cette the`se dans ce contexte sont les suivantes. Nous
proposons tout d’abord une nouvelle de´finition pour les proble`mes de couverture qui
est plus adapte´e aux syste`mes distribue´s hautement dynamiques que les de´finitions
existantes. Dans un deuxie`me temps, nous fournissons un outil ge´ne´rique qui permet
de faciliter les preuves de re´sultats d’impossibilite´ dans les syste`mes distribue´s dy-
namiques. Nous appliquons cet outil pour prouver plusieurs re´sultats d’impossibilite´
a` propos de proble`mes de couverture. Ensuite, nous proposons une nouvelle mesure
de complexite´ en temps qui permet de comparer e´quitablement les performances de
protocoles dans les syste`mes distribue´s dynamiques. Enfin, nous donnons un algo-
rithme de construction d’un ensemble dominant minimal dans les syste`mes distribue´s
hautement dynamiques.
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Chapitre 1
Introduction
Les communications sans fils se sont conside´rablement de´veloppe´es ces
dernie`res anne´es. En effet, la ge´ne´ralisation et la banalisation des connectivite´s sans
fils et la simplicite´ d’inte´gration de capteurs sur diffe´rents appareils font que de plus
en plus d’objets communicants font partie de notre quotidien. De´sormais, humains,
agents, e´quipements, robots, et applications interagissent de plus en plus au travers
d’infrastructures he´te´roge`nes comme les re´seaux ad-hoc mobiles ou MANETs - de
l’anglais mobile ad hoc networks -, les re´seaux de capteurs et d’actionneurs (mobiles)
- sensor and actuator networks -, les re´seaux BANs - body area network -, les re´seaux
ve´hiculaires VANETs - vehicular ad hoc networks - et internet.
En ge´ne´ral, les applications et les services de´ploye´s dans les re´seaux s’ap-
puient sur des caracte´ristiques fixes de ces re´seaux, notamment leur topologie. Dans
les re´seaux contemporains, la topologie n’est ge´ne´ralement pas fige´e. Elle e´volue plus
ou moins rapidement dans le temps. Les participants (utilisateurs, appareils, liens,
etc.) sont susceptibles de rejoindre, de quitter ou de se de´placer dans le re´seau a`
des moments impre´visibles. La caracte´ristique commune de ces re´seaux est leur forte
dynamique, ce qui signifie que leur topologie ne cesse d’e´voluer dans le temps, ce
qui rend extreˆmement difficile la conception d’algorithmes distribue´s susceptibles de
fonctionner sur de telles infrastructures prote´iformes.
Traditionnellement, les syste`mes distribue´s sont mode´lise´s par un graphe sta-
tique connexe non oriente´ ou` les sommets sont des processus (nœuds, processeurs,
serveurs, etc.) et les areˆtes correspondent aux liens de communication bidirectionnels.
De toute e´vidence, un tel mode`le ne convient pas aux re´seaux hautement dynamiques.
Par conse´quent, il est ne´cessaire de concevoir et d’e´tudier des mode`les the´oriques ca-
pables de de´crire plus fide`lement cette nouvelle caracte´ristique.
Dans cet environnement a` caracte`re chaotique, des efforts constants ont e´te´
de´die´s a` la conception de mode`les qui prennent en compte la dynamique du re´seau
depuis plusieurs de´cennies, par exemple [AKM+12, AE84, Fer04, SW09]. Certains tra-
vaux visent a` unifier les approches cite´es pre´ce´demment. Par exemple, dans [BXFJ03],
les auteurs introduisent le graphe e´volutif -Evolving Graph. Ils y proposent de
mode´liser le temps de manie`re discre`te par une suite de dates et la dynamique du
syste`me par une suite de graphes statiques, un pour chaque date. Plus re´cemment,
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un autre formalisme de graphe appele´ graphe variant dans le temps (GVT ) -Time-
Varying Graph-, a e´te´ propose´ dans [CFQS12]. Contrairement au graphe e´volutif, le
graphe variant dans le temps permet aux syste`mes d’e´voluer en temps continu. Tou-
jours dans [CFQS12], les graphes variant dans le temps sont regroupe´s et classe´s en
familles particulie`rement selon deux crite`res principaux : la qualite´ de la connexite´
entre les sommets et la possibilite´/impossibilite´ d’effectuer des taˆches.
Dans cette the`se, nous nous inte´ressons a` la faisabilite´ de proble`mes distribue´s
sur des environnements hautement dynamiques mode´lise´s par des graphes variant dans
le temps. Nous nous inte´ressons aux GVT dont le temps de vie est non borne´ et sous
les plus faibles hypothe`ses de connexite´ dans la classification de GVT dans [CFQS12].
En termes de proble`mes distribue´s, nous e´tudions principalement deux proble`mes
classiques. Nous e´tudions d’abord le proble`me du couplage qui de´signe un ensemble
d’areˆtes (de couples de sommets voisins) qui n’ont pas de sommets en commun puis
le proble`me de l’ensemble dominant qui de´signe un ensemble de sommets tel que tout
sommet n’appartenant pas a` l’ensemble dominant posse`de un voisin dans l’ensemble
dominant.
Le chapitre 2 est consacre´ a` la description d’un syste`me distribue´ dynamique,
la pre´sentation de certaines de´finitions traditionnelles et a` un e´tat de l’art des mode`les
dynamiques de la litte´rature.
Le chapitre 3 est consacre´ a` la pre´sentation formelle du mode`le de communi-
cation et de calcul utilise´ dans cette the`se et a` la description de´taille´e de diffe´rentes
notions connues des syste`mes dynamiques.
Dans le chapitre 4, nous montrons que la de´finition traditionnelle des
proble`mes distribue´s peut eˆtre inadapte´e dans un syste`me distribue´ dynamique.
Dans [CMM11], les auteurs pre´sentent trois approches pour rede´finir les proble`mes
distribue´s. Ces approches sont les suivantes :
— l’approche permanente qui requiert le calcul d’une solution unique mais
correcte a` tout instant ;
— l’approche e´volutive dont la spe´cification impose de calculer une nouvelle
solution pour chaque e´volution du graphe dynamique ; et
— l’approche temporelle qui consiste a` calculer une solution unique sur la
base du graphe sous-jacent d’un GVT .
Ces trois approches peuvent s’ave´rer eˆtre inapproprie´es dans un environnement hau-
tement dynamique. En effet, l’approche permanente peut ne pas exister puisqu’elle
est de´pendante de la connexite´ du graphe. L’approche e´volutive n’est pas stable et est
tre`s de´pendante de la fre´quence d’e´volution du graphe. L’approche temporelle, quant
a` elle, peut se montrer eˆtre inope´rante ultimement.
Notre premie`re contribution est de proposer une nouvelle approche de
rede´finition des proble`mes dans un syste`me dynamique qui consiste a` calculer une
solution stable qui existe toujours et qui est utile ultimement. Cette approche repose
sur l’existence du graphe sous-jacent ultime qui ne contient que les liens de commu-
nication qui sont infiniment souvent re´curent. Nous pre´senterons ensuite a` travers
l’exemple la rede´finition puis la spe´cification des proble`mes de l’ensemble dominant
minimal et du couplage maximal selon l’approche ultime.
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Nous proposons dans le chapitre 5 un outil ge´ne´rique qui facilite les preuves
formelles de re´sultats d’impossibilite´ dans les graphes variant dans le temps. Nous
de´finissons d’abord une distance entre toute paire de GVT fonde´e sur la longueur du
plus long pre´fixe en commun temporel. Cette distance permet d’e´tudier la convergence
des suites de GVT . Notre re´sultat principal consiste a` montrer que, e´tant donne´ un
algorithme A conc¸u pour un GVT et une suite de GVT qui converge vers un GVT G,
alors la suite d’exe´cutions de A sur chaque GVT de la se´quence converge e´galement.
En outre, cette dernie`re converge vers l’exe´cution de A sur G. Ce re´sultat permet
de prouver des re´sultats d’impossibilite´ de la manie`re suivante : nous raisonnons par
contradiction en supposons qu’il existe un algorithme A qui peut re´soudre le proble`me
e´tudie´ et supposons qu’il est possible de construire une suite de GVT partageant des
pre´fixes communs qui ne cessent de croˆıtre de telle sorte que l’exe´cution de l’algorithme
A n’arrive pas a` converger sur ces pre´fixes. De ce fait, en appliquant notre re´sultat
principal nous pouvons de´duire que cette suite converge vers un graphe variant dans
le temps Gω de telle sorte que l’exe´cution de l’algorithme A sur G ne converge jamais.
En d’autres termes, cet outil permet de construire formellement un contre-exemple en
s’appuyant sur une limite de suite de graphes variant dans le temps. Nous montrons
ensuite la pertinence de ce re´sultat en prouvant qu’aucun algorithme de´terministe
n’est capable de satisfaire les spe´cifications des proble`mes de l’empreinte ultime, le
couplage ultime et l’ensemble dominant ultime.
En algorithmique, une mesure de complexite´ permet de comparer les perfor-
mances de diffe´rents algorithmes re´solvant la meˆme taˆche. Dans les syste`mes dyna-
miques, il existe principalement deux mesures de complexite´ pour calculer l’efficacite´
d’algorithmes distribue´s : la complexite´ en temps et la complexite´ en messages. Les
mesures de complexite´ en temps existantes dans la litte´rature ne peuvent eˆtre uti-
lise´es que dans des familles particulie`res de GVT (synchrone et semi-synchrone) et
ne convient pas aux syste`mes asynchrones hautement dynamiques que nous e´tudions
dans cette the`se. Notre contribution dans le chapitre 6 est de proposer une nou-
velle mesure de complexite´ qui permet de mesurer la performance de nos algorithmes
inde´pendamment des communications asynchrones et des changements topologiques.
Nous proposons d’e´tendre la de´finition classique de la complexite´ de temps en rondes
qui est largement adopte´e dans le mode`le asynchrone par passage de messages dans
les syste`mes statiques. Nous de´taillons un exemple pour illustrer la pertinence de cette
nouvelle mesure de complexite´.
Notre dernie`re contribution, pre´sente´e dans le chapitre 7, concerne l’ensemble
dominant minimal ultime. Nous prouvons une condition ne´cessaire et suffisante pour
la re´solution de ce proble`me par un algorithme de´terministe distribue´ sur un GVT
connexe a` travers le temps. La complexite´ de cet algorithme dans un GVT est de l’ordre
du diame`tre de l’empreinte ultime (c’est-a`-dire, le graphe statique ne comprenant que
les areˆtes infiniment souvent pre´sentes du GVT ).
Les travaux pre´sente´s dans cette the`se ont fait l’objet de plusieurs publica-
tions [BSDKP15b, BSDKP15a, DKP15b, DKP15a].
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Dans ce chapitre, nous pre´sentons dans un premier temps ce que nous enten-
dons par un syste`me distribue´ dynamique et ses caracte´ristiques (Voir la section 2.1).
Nous de´finissons le mode`le de communication traditionnellement utilise´ (a`
savoir un graphe statique) et nous de´finissons quelques notions de bases des graphes
statiques dans la section 2.2.
Dans la section 2.3, Nous pre´sentons diffe´rentes approches qui permettent de
mode´liser des syste`mes distribue´s dynamiques au moyen de graphes.
Enfin, nous faisons un bref e´tat de l’art sur les proble`mes distribue´s dans des
syste`mes dynamiques dans la section 2.4.
2.1 Syste`me distribue´
Dans ce document nous conside´rons qu’un syste`me distribue´ est un en-
semble d’e´le´ments, autonomes et de´centralise´s, dote´s d’aptitude de communication.
Ces e´le´ments collaborent entre eux par le biais de calculs internes et d’e´changes d’in-
formations, afin de re´soudre une taˆche donne´e. Dans ce qui suit, un e´le´ment sera
de´sormais de´nomme´ indiffe´remment par sommet, entite´, processus ou unite´ de cal-
cul. L’e´change d’information se de´roulent a` travers des liens de communication aussi
de´signe´s par canaux de communication, relations ou areˆtes. Un lien de communication
entre une paire de sommets octroie uniquement la possibilite´ qu’une communication
se produise entre ces deux sommets, que cela se concre´tise ou non.
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On dira que deux sommets sont voisins lorsqu’ils seront relie´s au moins une
fois par un lien de communication.
Nous conside´rons qu’un syste`me distribue´ est dynamique a` partir du moment
ou` l’ensemble des sommets et/ou des relations entre les sommets varient dans le
temps. Cela signifie que des sommets peuvent apparaˆıtre ou disparaˆıtre a` tout instant
ce qui peut correspondre par exemple a` l’arreˆt et l’allumage de pe´riphe´riques par les
utilisateurs. Il en va de meˆme pour les liens de communication qui peuvent apparaˆıtre
ou disparaˆıtre au cours du temps, chose qui peut se produire par exemple si les unite´s
de calculs sont dote´es de capacite´ de mouvement dans un environnement sans fils.
En effet, dans un environnement sans fil, la mobilite´ d’un processus peut induire
des disparitions de liens de communication dues a` l’e´loignement ou a` l’apparition
d’obstacles. Nous utiliserons commune´ment les termes re´seau, re´seau dynamique et
syste`me dynamique pour de´signer un syste`me distribue´ dynamique.
Cette de´finition est suffisamment ge´ne´rale pour repre´senter toutes sortes de
re´seaux tel que les re´seaux sociaux, les re´seaux de capteurs, les re´seaux ve´hiculaires,
les re´seaux satellites, les re´seaux mobiles ad-hoc, les machines multi-cœurs, les re´seaux
routiers, les re´seaux de transports, etc. Ainsi les sommets peuvent repre´senter tout
aussi bien des micro-ordinateurs de diffe´rentes configurations, ou des processeurs de
diffe´rentes puissances, que des processus plus ou moins gourmand dans un syste`me
d’exploitation. Les liens de communication peuvent eˆtre he´te´roge`nes puisque dans
un re´seau entre diffe´rentes e´le´ments il peut exister des liens de communications de
diffe´rentes natures. A` titre d’exemple, on peut citer des re´seaux routiers (autoroute,
re´seau national, etc.), des re´seaux informatiques filaires (fibre optique, coaxial, etc.),
ou des non filaires (Wi-fi, hertzien, Bluetooth, etc.).
Nous supposons toutefois dans notre mode`le que les liens de communication
sont bidirectionnels, qu’il n’y a pas de lien multiple entre toute paire de sommets et
qu’il n’y a pas de boucle dans un sommet (c’est-a`-dire, un lien de communication dont
les deux extre´mite´s sont le meˆme sommet).
2.1.1 Caracte´ristiques
Un syste`me distribue´ peut eˆtre asynchrone puisqu’il peut contenir un nombre
important de composants he´te´roge`nes. En effet, les processus ont une horloge locale
dont la vitesse d’avancement peut varier d’un processus a` un autre. De ce fait, les
horloges des processus peuvent ne pas indiquer la meˆme date. D’autre part, les liens
de communication sont assujettis a` des variations dans la vitesse de transfert d’infor-
mations. Par exemple, dans le cadre des re´seaux routiers la circulation dans certaines
routes peuvent varier selon la date et/ou l’heure. Il en va de meˆme pour les re´seaux
informatiques tel que internet ou` la vitesse d’acce`s a` certains sites web peut varier
selon l’heure et/ou l’affluence.
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2.1.2 Avantages
Contrairement a` un syste`me centralise´ dans lequel les calculs sont concentre´s
pour re´soudre un proble`me, un syste`me distribue´ re´partit les donne´es et les taˆches sur
plusieurs unite´s de calcul qui collaborent afin de re´soudre ce proble`me. Ce proce´de´
comporte certains avantages.
Partage de ressources A` l’origine cette caracte´ristique est tre`s lie´e a` la volonte´
de re´duction des couˆts. Le partage de ressources offre aussi la possibilite´ de concilier
l’avantage de l’autonomie qu’octroie la multiplication des unite´s de calcul tout en
conservant l’avantage essentiel des syste`mes centraux, a` savoir l’absence de redondance
des informations et l’optimisation de l’utilisation des composants.
E´change d’information. La motivation principale derrie`re l’utilisation d’un
syste`me distribue´ consiste a` permettre l’e´change d’information a` grande e´chelle. A`
titre d’exemple, graˆce a` internet des centaines de million de personnes peuvent com-
muniquer et partager une e´norme quantite´ de donne´es a` travers des e-mails, de la voix
sur IP, du chat, du Cloud, etc.).
Capacite´ accrue. Dans un syste`me distribue´, on a la possibilite´ d’acce´der a` une
grande capacite´ (de calcul et de me´moire). En effet, dans un syste`me distribue´
l’utilisateur dispose de l’ensemble des ressources re´parties sur le syste`me distribue´.
Ne´anmoins, ceci implique qu’il faut re´soudre tous les proble`mes de concurrence lors
des demandes d’acce`s simultane´s aux ressources.
Fiabilite´. Une faute est une erreur/de´faillance temporaire ou permanente d’un
e´le´ment du syste`me distribue´. Lorsque les calculs sont concentre´s sur un seul proces-
seur et que ce dernier subit une faute, l’ensemble du service que propose la machine
est interrompu. En re´partissant la charge de calcul entre les diffe´rents processeurs,
le syste`me peut continuer a` proposer ses services ou une partie de ses services dans
certains cas meˆme en pre´sence de fautes temporaires ou permanentes de certains com-
posants du syste`me distribue´.
E´volutivite´. Puisque les syste`mes distribue´s fonctionnent a` travers des composants
he´te´roge`nes, ils sont intrinse`quement e´volutifs. Contrairement au syste`me centralise´ ou`
l’e´volution est parfois synonyme a` un changement du mate´riel a` cause des contraintes
lie´s a` l’e´volution de l’architecture mate´rielle, les syste`mes distribue´es peuvent e´voluer
avec de simple ajout de nouveaux e´le´ments aux syste`mes. Par exemple, on peut faire
e´voluer certaines caracte´ristiques dans un re´seau local en ajoutant simplement de
nouvelles machines (de diffe´rentes architectures, de diffe´rentes puissances de calcul,
et de diffe´rentes capacite´s) au re´seau pour faire e´voluer la capacite´ de me´moire et/ou
de calcul global du syste`me.
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2.2 Graphes statiques
Traditionnellement, nous utilisons un graphe statique pour mode´liser les capa-
cite´s de communication d’un syste`me distribue´. Nous commenc¸ons donc par quelques
de´finitions e´tablies dans la the´orie des graphes qui seront utiles pour la compre´hension
globale.
De´finition 2.1 Un graphe non-oriente´ g est un couple g = (V,E) compose´e d’un
ensemble de sommets V , d’un ensemble d’areˆtes E ⊂ V ×V (E est un ensemble de
paire d’e´le´ments de V ). On dira que deux sommets p et q sont des extre´mite´s d’une
areˆte si {p, q} ∈ E.
Une boucle est une areˆte dont les deux extre´mite´s sont le meˆme sommet.
Les areˆtes multiples sont des areˆtes qui partagent les meˆmes sommets comme
extre´mite´s.
Un graphe simple non-oriente´ est un graphe non-oriente´ ne comprenant ni boucle
ni areˆtes multiples.
Dans cette the`se, le terme graphe statique de´signera un graphe simple non oriente´.
De´finition 2.2 On dira qu’une areˆte e ∈ E d’un graphe g = (V,E) est conse´cutive
a` une autre areˆte e′ ∈ E : e′ 6= e si e et e′ partagent une meˆme extre´mite´.
Dans un graphe statique g = (V,E), un chemin entre deux sommets p et q est une
suite d’areˆtes conse´cutives reliant le sommet p au sommet q.
La longueur d’un chemin est le nombre d’areˆtes du chemin.
De´finition 2.3 E´tant donne´ un graphe statique g = (V,E), une distance entre deux
sommets p et q de V est la longueur de plus court chemin qui lie le sommet p au
sommet q dans le graphe (V,E).
De´finition 2.4 Dans un graphe statique g = (V,E), le diame`tre est la plus longue
distance entre deux sommets de V .
De´finition 2.5 Dans un graphe statique g = (V,E), un graphe est biparti si son
ensemble de sommets peut eˆtre re´parti en deux sous ensembles U et W tels que chaque
areˆte de E a une extre´mite´ dans U et l’autre dans W .
De´finition 2.6 Un graphe statique g = (V,E) est dit complet si et seulement si
entre toutes paires de sommets p et q de V il existe une areˆte dans E dont les
extre´mite´s sont p et q.
De´finition 2.7 E´tant donne´ un graphe statique g = (V,E), on dit que deux sommets
p et q de V sont connecte´s si et seulement si il existe un chemin entre p et q dans
g. Un graphe statique est connexe si quels que soient les sommets p et q de V , p et
q sont connecte´s.
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De´finition 2.8 Un arbre est un graphe acyclique connexe.
Une foreˆt est un graphe dont toutes les composantes connexes sont des arbres. Un
arbre couvrant d’un graphe statique g = (V,E) est un arbre qui contient tous les
sommets de V .
De´finition 2.9 Soit un graphe statique G = (V,E). Le graphe G′ = (V ′, E ′) est un
sous graphe de G si E ′ est inclus dans E et V ′ est inclus dans V .
Le graphe G′′ = (V,E ′′) est un sous graphe couvrant (ou graphe partiel) de G
si E ′ est inclus dans E.
Tout comme les capacite´s de communication d’un syste`me distribue´ statique
sont naturellement repre´sente´es par un graphe statique dans bons nombres de tra-
vaux, le mode`le de communication d’un syste`me distribue´ dynamique peut naturel-
lement eˆtre de´finit par un graphe dynamique. Dans la section suivante nous allons
voir quelques mode`les de communications de graphes dynamiques qui ont e´te´ uti-
lise´s pour repre´senter les capacite´s de communication de certains syste`mes distribue´s
dynamiques.
2.3 Mode`les de graphes dynamiques
Les re´seaux modernes s’orientent de plus en plus vers les communications sans
fils qui octroient une certaine liberte´ de mouvements. En observant par exemple des
re´seaux sans fils, on peut constater que les de´placements d’appareils interconnecte´s
entre eux par des technologies sans fils peuvent amener a` la dynamique du syste`me. En
effet, les de´placements d’appareils dans et hors de la porte´e de communication les uns
des autres font e´voluer la topologie de ces re´seaux dans le temps. Meˆme, les re´seaux
statiques sans fil peuvent subir des e´volutions topologiques et donc eˆtre dynamiques.
Par exemple, dans un souci d’e´conomie d’e´nergie sur un re´seaux de capteurs, il est
possible que ces derniers aient, au cours de leur vie, des cycles de repos pendant
lesquels ils sont e´teints. Ces cycles de repos sont source de dynamicite´ dans ce type
de re´seaux.
Dans [HG97], on peut observer que les auteurs classifient la dynamique d’un
graphe selon les entite´s qui peuvent changer au fils du temps comme suit :
— en graphe non oriente´ (ou oriente´) a` sommets dynamiques ou` l’ensemble
des sommets varient dans le temps. En d’autres termes, au fil du temps il
existe quelques sommets qui peuvent rejoindre le graphe ou des sommets
qui peuvent le quitter voir les deux. Notons que lors de la disparition
d’un sommet l’ensemble des areˆtes (ou arcs) qui le lie a` d’autres sommets
disparaissent aussi.
— en graphe non oriente´ (ou oriente´) a` areˆtes (ou arc) dynamiques tel que
l’ensemble des areˆtes (ou des arcs) peuvent varier au fil du temps, c’est-a`-
dire qu’il existe quelque areˆtes (ou arcs) qui peuvent rejoindre le graphe
ou le quitter.
— en graphe a` sommets a` poids dynamique lorsque les sommets sont
ponde´re´s et que leurs poids peut varier dans le temps.
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Figure 2.1 – Une illustration d’un arbre dynamique par une suite de graphes qui repre´sente
l’e´volution de l’arbre dynamique dans le temps. Le graphe e´volue par l’ajout
ou la suppression de nouveaux e´le´ments tout en gardant la proprie´te´ d’eˆtre
un arbre.
— en graphe a` areˆte (ou arc) a` poids dynamique lorsque les areˆtes sont
ponde´re´s et que leurs poids peut varier dans le temps aussi.
La mode´lisation de cette dynamique et la conception d’algorithmes qui fonc-
tionnent sous ces environnements ont rec¸u une attention conside´rable ces dernie`res
anne´es [AKL08, Ber96, CF04, CFMS10, Fer02, KKK00, ST81, ZT87]. Les diffe´rents
concepts de graphes dynamiques que nous allons voir ci-apre`s permettent de mode´liser
la dynamique d’un syste`me, allant des re´seaux ad-hoc sans fils en informatique, aux
re´seaux neuronaux en neurologie, en passant par les re´seaux ve´hiculaires, les re´seaux
de transport, les re´seaux satellites, les re´seaux e´pide´miologiques et bien d’autres. Si ces
re´seaux sont conside´re´s comme dynamiques dans la litte´rature c’est principalement
duˆ au changement de leur structure au fil du temps.
Arbres dynamiques. Un mode`le d’arbre dynamique [ST81] permet de repre´senter
un syste`me dynamique dont la topologie peut changer a` condition de rester toujours
un arbre. En d’autres termes, dans le mode`le d’arbre dynamique il est possible de
changer la racine de l’arbre ou de rajouter/supprimer un sommet ou un sous arbre
dans l’arbre initial. Notez qu’une insertion ou une suppression d’areˆte tout en gardant
la structure d’une foreˆt implique l’ajout d’un sommet ou d’un sous arbre dans la foreˆt
initiale. La figure 2.1 illustre un exemple d’arbre dynamique.
Graphes ale´atoires dynamiques Le mode`le de graphes ale´atoires dynamiques
peut de´finir un syste`me dont la dynamique est re´currente mais ale´atoire. En effet,
dans ce mode`le un graphe de rang i+ 1 est calcule´ a` partir du graphe de rang i avec
une certaine probabilite´. Ce type de graphe est markovien et il est souvent synchrone.
Dans [CF04], la dynamique d’un graphe ale´atoire suit le raisonnement suivant : le
graphe Gt de l’e´tape t est construit a` partir du graphe de l’e´tape pre´ce´dente Gt−1 par
l’ajout d’un nouveau sommet t et m areˆtes ale´atoires entre le sommet t et les sommets
de Gt−1. Tandis que dans [AKL08], il est question d’un graphe ale´atoire dynamique
avec un nombre fixe de sommets ou` la dynamique du graphe re´side dans l’ajout et la
suppression d’areˆte a` chaque e´tape. Des mode`les tels que [BCF11, CCD+15, CMM+08]
et bien d’autres reprennent l’hypothe`se ou` la dynamique intervient uniquement au
niveau des liens, plus pre´cise´ment il est question d’un nombre fixe de sommets et
d’une distribution ale´atoire d’areˆtes de telle sorte qu’a` chaque e´tape, chaque areˆte,
pre´sente ou non, change de situation selon deux processus d’e´tat markovien avec une
probabilite´ p d’apparaˆıtre et une probabilite´ q de disparaˆıtre (c’est-a`-dire, si une areˆte
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Figure 2.2 – Un exemple d’un re´seau planifie´. Les areˆtes sont e´tiquete´es par des dates de
de´part et d’arrive´e des communications.
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Figure 2.3 – Cet graphe illustre un re´seau temporel a` travers l’e´tiquetage des areˆtes par
les dates qui exprime les instants durant lesquelles elles peuvent eˆtre utilise´es.
existe a` une e´tape t il existe une probabilite´ q pour qu’elle disparaisse a` l’e´tape t+ 1
et si une areˆte n’existe pas a` une e´tape t elle a une probabilite´ p d’apparaˆıtre a` l’e´tape
t+ 1).
Re´seaux planifie´s Plusieurs proble`mes dans les re´seaux sont base´s sur des relations
fondamentales impliquant le temps comme les calendriers des vols ae´riens et des trans-
ports en commun. Dans ce contexte le mode`le de re´seaux planifie´s -scheduled network-
ou les re´seaux d’areˆtes planifie´s -edge-scheduled networks- fut introduit dans [Ber96].
Ce mode`le est repre´sente´ par un multigraphe oriente´ ou` a` chaque arc sont associe´s
deux dates, le temps de de´part et le temps d’arrive´. La figure 2.2 illustre un exemple
de re´seaux planifie´s.
Re´seaux temporels Dans le meˆme contexte que les re´seaux planifie´s [Ber96] et afin
de mieux repre´senter des re´seaux tel que la propagation d’une e´pide´mie, les re´seaux
de transport planifie´s etc., le mode`le de re´seaux temporels fut introduit dans [KKK00]
pour mode´liser a` travers un graphe ces types particuliers de re´seaux. Dans ce mode`le
on repre´sente la dynamique d’un syste`me par un graphe statique dont les areˆtes sont
e´tiquete´es par des dates ponctuelles de telle sorte que la date sur chaque areˆte donne
l’instant pendant lequel ses deux sommets extre´mite´s peuvent communiquer.
La figure 2.3 illustre un exemple de re´seaux temporels.
Re´seaux espace-temps Les re´seaux espace-temps -space-time networks- furent in-
troduits par [ZT87] pour mode´liser le flux des trafics (au cours du temps) de re´seaux
de transports routiers dote´s d’une certaine capacite´ et compose´s de voies a` sens unique
et de voies a` double sens. Dans ce mode`le on conside`re un graphe oriente´ ponde´re´, ou`
chaque arc a un poids, le poids de chaque arc repre´sente le temps ne´cessaire pour le
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Figure 2.4 – Une illustration de l’e´volution d’un re´seau routier a` travers un re´seau espace-
temps au fil du temps ou` seul le poids des areˆtes est ge´re´. Dans cet exemple,
on remarque que les arcs vers le sommet central a` la date 3 sont plus lourds
ce qui peut exprimer un fort trafic dans ces arcs la` a` ce moment.
Time 1 Time 2 Time 3 Time 4
Figure 2.5 – Cette figure illustre la dynamique du mode`le de graphe e´volutif a` travers
une suite de graphes statiques. Chaque graphe correspond a` la situation du
syste`me a` l’instant Time“i”.
traverser, de telle sorte que ce poids peut changer au fil du temps. On y suppose que
les arcs sont dote´s de capacite´ a` savoir qu’il existe une borne supe´rieure sur le nombre
d’e´le´ments qui peuvent y entrer et le traverser par unite´ de temps. Si cette capacite´
est exce´de´e alors l’e´le´ment restant doit attendre au niveau du sommet ou suivre une
autre route. La figure 2.4 illustre un exemple de re´seau espace-temps.
Graphes e´volutifs Le mode`le connu sous le nom de graphe e´volutif fut intro-
duit pour la premie`re fois dans [Fer02]. Son objectif fut d’exprimer, a` travers un
mode`le combinatoire de re´fe´rence, les re´seaux dote´s de caracte´ristiques qui e´voluent
dans le temps (comme l’e´volution de l’ensemble des sommets et/ou de l’ensemble
des areˆtes). Pour sa simplicite´, ce mode`le de graphe est largement utilise´ dans la
litte´rature pour mode´liser la dynamicite´ des syste`mes dynamiques pour n’en citer
que quelques uns [BXFJ03, DRm14, IW13, RBK07]. Un graphe e´volutif peut eˆtre vu
comme une suite ordonne´e de graphes statiques ou` chaque graphe de la suite exprime
l’e´tat du re´seau a` un instant donne´. Il peut tout aussi bien eˆtre exprime´ par un couple
g = (V,E) comme dans [KO11] ou` V correspond a` l’ensemble des sommets du graphe
et E a` une fonction dynamique sur les areˆtes qui procurent a` chaque e´tape t l’ensemble
des areˆtes qui sont disponibles. La figure 2.5 illustre un exemple de graphe e´volutif.
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Figure 2.6 – Un exemple d’illustration de graphe variant dans le temps ou` l’on ignore les
latences ζ et φ. Les intervalles de temps de chaque areˆte expriment les instants
durant lesquels une areˆte est pre´sente (cette information peut eˆtre obtenue
par la fonction ρ).
Graphes variant dans le temps. L’e´tude des re´seaux hautement dynamiques (ou`
il est possible que le re´seau reste non connexe a` tout instant) se basait principalement
sur des analyses ou des hypothe`ses probabilistes. Le peu d’approches de´terministes
qui existaient supposaient des re´seaux mobiles bien structure´s dont la dynamique suit
fide`lement une pe´riode. Pour pallier a` ce proble`me, les auteurs dans [CFMS10] ont
introduit le mode`le des graphes variant dans le temps ou` il est question de connexion
a` travers le temps. Cette nouvelle approche concernant l’e´tude the´orique des re´seaux
dynamiques s’est tre`s rapidement oriente´e vers l’extension du mode`le initial vers un
mode`le plus ge´ne´rique. Depuis peu [CFQS12, CFMS15], le mode`le de graphes variant
dans le temps tente d’unifier les mode`les, concepts et notions de plusieurs de´cennies
dans un formalisme commun qui permet de classifier les syste`mes dynamiques en
fonction de leurs proprie´te´s de connexite´ temporelle.
L’ide´e des graphes variant dans le temps est d’exprimer a` travers des fonctions
sur des graphes, les proprie´te´s temporelles complexes des syste`mes dynamiques. Le
formalisme des graphes variant dans le temps peut eˆtre exprime´ par le sextuplet
(V,E, T , ρ, ζ, φ) ou` V exprime un ensemble de sommets muni chacun de latence qui
varie dans le temps de´crit par la fonction φ et qui interagissent entre eux durant un
intervalle de temps T , a` travers des areˆtes E dont les disponibilite´s sont repre´sente´es
par une fonction ρ et dont les latences sont exprime´es par la fonction ζ (Voir le
chapitre 3 pour plus de de´tails concernant le formalisme des graphes variant dans le
temps). La figure 2.6 repre´sente une manie`re simplifie´e d’illustrer un graphe variant
dans le temps.
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2.4 Proble`mes distribue´s et syste`mes dynamiques
Dans cette section nous allons aborder brie`vement quelques proble`mes et
quelques re´sultats obtenus dans le cadre de l’e´tude de syste`mes distribue´s dynamiques.
La plupart des exemples, illustrations et discussions sur les rede´finitions de proble`mes
pre´sente´es dans cette section sont issus de [CF13].
La diffusion
Le proble`me de diffusion consiste en la propagation d’un message depuis
un sommet initiateur (de´signe´ par l’e´metteur ou la source) vers tous les autres som-
mets du re´seau. La figure 2.7 illustre ce proble`me. Parmi les techniques utilise´es pour
re´soudre ce proble`me dans les graphes statiques connexes est d’inonder le re´seau,
c’est-a`-dire que chaque sommet en possession de l’information continue de l’envoyer
a` ses voisins meˆme si ces derniers sont pre´alablement informe´s. L’approche pour une
p
Figure 2.7 – Une illustration du proble`me de la diffusion dans un graphe statique. Le som-
met p repre´sente l’initiateur de la diffusion et il propage son message a` travers
des chemins dans le graphe.
diffusion dans les syste`mes dynamiques est diffe´rente de l’approche traditionnelle car
elle est impacte´e par les variations dans le temps que subissent les liens de communi-
cations. Parmi les conse´quences de ces types de re´seaux est l’e´mergence de nouveaux
crite`res d’optimisation de la diffusion qui prennent en conside´ration les trajets (des
chemins qui ne´cessitent parfois des de´lais d’attentes dans certains sommets). En effet,
l’optimalite´ d’un trajet peut eˆtre de´finit selon des crite`res topologiques ou temporels.
Dans [BXFJ03], les auteurs ont introduit trois crite`res pour de´signer trois trajets aux
proprie´te´s diffe´rentes e´tudie´s dans le cadre de re´seau dont l’e´volution est connue a`
l’avance par un algorithme centralise´. Les auteurs ont de´termine´ qu’un trajet peut
eˆtre court, rapide ou terminant plus toˆt de´pendant du crite`re qui est conside´re´ (Voir
le chapitre 3 pour les de´finitions des trajets court, rapide ou terminant plus toˆt). La
figure 2.8 l’illustre des exemples de ses chemins dans un syste`me dynamique.
Les auteurs dans [CFMS10] ont e´tudie´ la version distribue´e du proble`me sur
des graphes variant dans le temps dote´s de certaines proprie´te´s. Des proprie´te´s telles
que la re´currence (borne´e ou non) des areˆtes dans le temps. Les auteurs montrent par
exemple que si le nombre de sommets n et ou la borne de re´currence des areˆtes ∆
est connu des sommets, il est alors possible de re´soudre le proble`me de la diffusion
terminant plus toˆt avec une complexite´ en messages de O(m) (m e´tant le nombre
d’areˆtes). Ils montrent aussi que s’il existe une borne sur la re´currences des areˆtes et
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Figure 2.8 – Cette figure repre´sente un graphe dynamique de telle sorte que la disponibilite´
de chaque areˆte est repre´sente´e par l’intervalle de temps qui l’e´tiquette. Nous
supposons qu’une information peut traverser un nombre fini d’areˆtes dispo-
nibles en tout instant. Dans cet exemple, il s’agit de chercher les meilleurs
trajets du sommet p1 vers le sommet p4, en supposant qu’il est possible de
traverser jusqu’a` trois areˆtes par instant.
Si l’objectif est un trajet court en nombre de saut, alors passer par l’areˆte
{p1, p5} a` l’instant 10 puis par {p5, p4} est optimal.
Si l’ide´e est de mettre le moins temps possible pendant la traverse´ (trajet
rapide) un ide´al serait de passer par les areˆtes {p1, p2} puis {p2, p3} et finale-
ment {p3, p4} a` l’instant 8.
Si on cherche le trajet terminant plus toˆt alors une solution serait de prendre
l’areˆte {p1, p2} a` l’instant 1, puis les areˆtes {p2, p3} et {p3, p4} a` l’instant 5.
que n ou ∆ est connu des sommets la complexite´ en temps est de O(n∆).
Nous allons maintenant aborder le proble`me du routage qui a quelques points
en commun avec la diffusion.
Le routage
Le proble`me du routage est tre`s proche du proble`me de diffusion. La prin-
cipale diffe´rence entre les deux est que l’information est destine´e a` un seul sommet
initialement pre´de´fini avant le de´but de la propagation. Le proble`me du routage
consiste a` trouver le chemin qui permet de transmettre une information d’un som-
met e´metteur vers un sommet destinataire. Le routage est utilise´ par de nombreux
re´seaux, tel que internet, les re´seaux te´le´phoniques, les re´seaux de transport, etc. Sa
performance est importante, l’objectif est donc de trouver le meilleur chemin pour
de´livrer l’information au destinataire.
Dans le cadre des re´seaux dynamiques le routage est aussi impacte´ par les
proprie´te´s temporelles de ces re´seaux. De ce fait, les routages dans un cadre dyna-
mique sont aussi formule´s en terme de proprie´te´s topologiques ou temporelles, on
parle alors de route courte, rapide ou terminant plus toˆt par re´fe´rence aux trajets
qu’elles empruntent. Plusieurs techniques furent de´veloppe´es dans les re´seaux dy-
namiques afin de re´pondre au proble`me du routage. On peut trouver par exemple
dans [JFP04], une approche de routage ou il est suppose´ que la dynamique est connue
au pre´alable. Dans [LDS03], c’est une approche probabiliste qui est utilise´e. Tandis
que dans [DFGV03, GV03, JLSW07], c’est une strate´gie d’apprentissage en fonction
de ce qui a e´te´ rencontre´ qui est pre´fe´re´e. Les lecteurs souhaitant explorer plus pro-
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fonde´ment le proble`me du routage sont invite´s a` consulter [Zha06] qui propose une
taxonomie des approches de routage.
Nous allons maintenant discuter du proble`me de l’exploration dans un cadre
dynamique.
L’exploration
Le proble`me de l’exploration doit aussi eˆtre adapte´ au contexte des syste`mes
dynamiques. Nous pre´senterons un bref re´sume´ de travaux re´cents qui ont traite´ ce
proble`me sous diffe´rents types de re´seaux dynamiques.
Avant de pre´senter le proble`me de l’exploration nous devons d’abord in-
troduire le paradigme des agents mobiles qui sont majoritairement utilise´s dans un
contexte d’exploration de graphes.
Les agents mobiles. Dans un graphe, les agents mobiles sont des unite´s de
calcul qui sont dote´s de capacite´ de migrer (de se de´placer) et changer leur support
d’exe´cution (le sommet sous-jacent ou` ils sont positionne´s). Ainsi, les agents peuvent
exe´cuter des calculs au niveau d’un sommet, se de´placer vers un autre et effectuer
encore de nouveaux calculs, et continuer ainsi.
Plusieurs variantes existent selon les capacite´s dont sont dote´es les agents
(par exemple, transporter des donne´es, modifier le sommet sous-jacent, communi-
quer avec d’autres agents), ou en fonction des conditions d’initialisation (en particu-
lier si les agents sont d’abord disperse´s sur plusieurs sommets ou regroupe´s sur un
meˆme sommet). Bien que sur plusieurs de ces variantes les mode`les des agents mo-
biles sont e´quivalents aux mode`les a` passage de messages, comme on peut le retrouver
dans [BFFS03, CGMO06, DFSY07], il repre´sente ne´anmoins un paradigme de pro-
grammation qui est radicalement diffe´rent dans le fond et qui a pour conse´quence de
faciliter l’expression naturelle de certaines proble´matiques dans les syste`mes distribue´s
a` l’image du proble`me de l’exploration.
L’exploration. Dans un graphe statique l’exploration est le proble`me qui consiste
a` ce qu’un ou plusieurs agents visitent l’ensemble des areˆtes (ou l’ensemble des som-
mets) d’un re´seau.
Le proble`me de construction d’une cartographie est une exploration dont
l’objectif est de construire un re´seau (graphe) sous-jacent par exploration du re´seau
(graphe). Il existe des variantes qui supposent que certains sommets peuvent eˆtre
malveillants en essayant d’empeˆcher les agents de re´ussir l’exploration. Par exemple,
l’entite´ malveillante la plus re´pandue dans ce contexte est connu sous le nom de trou
noir. Un trou noir est un sommet de´truisant tous les agents y pe´ne`trent.
Les objectifs d’une exploration peuvent varier, par exemple l’exploration peut
eˆtre perpe´tuelle, ou elle peut eˆtre avec arreˆt (apre`s avoir identifie´ que le proble`me
est re´solu). Les performances d’une exploration sont souvent associe´es au nombre
d’areˆtes traverse´es ou au nombre de de´placements effectue´s. Les lecteurs souhaitant
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approfondir le sujet peuvent se re´fe´rer a` [Kel12].
Exploration dans un mode`le ale´atoire. Dans [CF04], les auteurs e´tudient l’ex-
ploration d’un graphe dynamique ale´atoire croissant dans le cadre de l’e´volution de
la toile d’internet. Dans ce type de graphe, les auteurs montrent que l’exploration
manquera de visiter une proportion de sommets qui tend vers une constante si a`
chaque e´tape le graphe e´volue en raccordant un nouveau sommet au graphe. Dans
les syste`mes ale´atoires ou` les sommets sont fixes et les areˆtes dynamiques, les auteurs
de [AKL08] s’inte´ressent a` ce qu’ils de´signent par temps de couverture qui repre´sente
le temps ne´cessaire pour re´soudre le proble`me de l’exploration. Sous l’hypothe`se que
la dynamique des areˆtes est ge´re´e par un adversaire inconscient -oblivious adversary-,
les auteurs prouvent que le temps de couverture par une marche ale´atoire simple (ou`
le prochain sommet voisin a` visiter est choisi de manie`re totalement arbitraire) peut
eˆtre exponentiel sous certaines strate´gies de l’adversaire alors qu’elle devient polyno-
miale quel que soit la strate´gie de l’adversaire avec une marche ale´atoire paresseuse
(c’est-a`-dire que le prochaine sommet voisin a` visiter est choisi sous une probabilite´
1/dmax, ou` d est le degre´ maximum du graphe et ou` il y a une probabilite´ que l’agent
reste dans le sommet actuel).
Exploration dans un mode`le de bus. Dans les syste`mes distribue´s dynamiques
l’exploration fut e´tudie´e dans un premier temps par [FMS09, FKMS10, FKMS12a,
FKMS12b, FKMS12c] sous l’hypothe`se que tous les e´ve´nements topologiques se repro-
duisent apre`s une certaine pe´riode, cette famille de graphes dynamiques est souvent
de´signe´e par graphes variants pe´riodiques. Le type de graphe variant pe´riodique
e´tudie´ par les auteurs dans le cadre de l’exploration est de´fini par un syste`me de trans-
port en commun ou` les ve´hicules/transporteurs se de´placent entre des stations/sites
de manie`re synchrone tout en suivant infiniment souvent leur route. Par conse´quent,
il existe trois types d’entite´s dans cette repre´sentation : les ve´hicules, les stations, et
les agents mobiles.
Dans [FMS09] les auteurs e´tudient la faisabilite´ et la complexite´ du proble`me
de l’exploration dans les graphes variants pe´riodiques. Pour explorer ce type de
syste`me les auteurs supposent que chaque agent mobile peut migrer d’un ve´hicule a`
un autre si et seulement si les deux ve´hicules sont situe´s a` la meˆme station, en d’autres
termes les agents restent toujours sur des ve´hicules. Les agents mobiles situe´s dans
la meˆme station peuvent communiquer entre eux. Les auteurs montrent les re´sultats
suivants :
— dans un syste`me ou` les sommets n’ont pas d’identifiants, le proble`me de
l’exploration admet une solution si et seulement si les agents mobiles
connaissent la taille (ou une borne supe´rieure sur la taille) de la plus
longue route ;
— dans un syste`me ou` les sommets ont des identifiants uniques, le proble`me
de l’exploration admet une solution si et seulement si les agents mobiles
connaissent n le nombre des sommets, ou une borne supe´rieure sur la
pe´riodicite´ du syste`me.
Ensuite est conside´re´ la complexite´ de l’exploration dans les graphes variants
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pe´riodiques ou` fut exhibe´e une borne infe´rieure en nombre de migrations. En termes
de complexite´, les auteurs montrent que dans le cas ge´ne´ral Ω(kp) de´placements sont
ne´cessaires dans un syste`me homoge`ne ou` toutes les routes ont la meˆme pe´riode, la` ou`
Ω(kp2) de´placements sont ne´cessaires dans un syste`me he´te´roge`ne lorsque les routes
n’ont pas les meˆmes pe´riodes (avec p la longueur de la plus grande route et k le nombre
de ve´hicule).
Dans [FMS09] les auteurs e´tudient aussi l’impact de la structure des routes sur
la complexite´ du proble`me de l’exploration. Par exemple, lorsque les routes e´tudie´es
sont simples (c’est-a`-dire, qu’elles ne contiennent ni boucle ni areˆtes multiples), la com-
plexite´ en nombre de migrations des agents mobiles passe a` Ω(kp2) pour un syste`me
homoge`ne et a` Ω(kp4) dans un syste`me he´te´roge`ne.
Exploration du me´tro. Des travaux re´cents [FKMS10, FKMS12a, FKMS12b,
FKMS12c, Kel12] ont e´tendu les re´sultats de l’exploration obtenue au pre´alable sur
les graphes variants pe´riodiques en rajoutant l’hypothe`se que les agents peuvent des-
cendre d’un ve´hicule et attendre dans une station.
Le mode`le de me´tro conside`re k agents qui de´butent a` des dates impre´visibles.
Dans ce mode`le un agent mobile peut passer d’un ve´hicule a` une station (descendre
du ve´hicule) ou d’une station vers un ve´hicule (monter a` bord du ve´hicule) et ne
peut plus migrer d’un ve´hicule a` un autre directement. Durant son voyage a` bord
d’un ve´hicule un agent peut compter le nombre de stations (d’arreˆts) que le ve´hicule
traverse et de´cider de descendre du ve´hicule en conse´quence. Ce mode`le de me´tro est
de´crit en de´tail dans [Kel12].
Dans ce mode`le on suppose que deux agents mobiles peuvent communiquer
entre eux s’ils se trouvent dans la meˆme station [FKMS10, FKMS12c] ou s’ils se
trouvent dans le meˆme ve´hicule [FKMS12b]. Tous les agents mobiles exe´cutent de
manie`re asynchrone le meˆme algorithme (a` savoir que chaque agent prend un temps
fini et non borne´ pour effectuer ses calculs). Plusieurs hypothe`ses sont conside´re´es
initialement :
— soit les agents mobiles de´butent a` une date variable en e´tant co-
localise´s/regroupe´s a` la meˆme station,
— soit les agents mobiles de´butent a` une date variable tout en e´tant
e´ventuellement disperse´s sur plusieurs stations.
Recherche du trou noir dans le cas ge´ne´ral Avant [FMS09], la plupart des
travaux de la litte´rature e´tudient le proble`me de la recherche d’un trou noir par
des agents mobiles explorant le re´seau sous l’hypothe`se que des agents mobiles co-
localise´s/regroupe´s travaillent en e´quipe afin de trouver l’unique trou noir du re´seau
comme dans [DFPS02, DFPS06]. Les auteurs de [DFPS02, DFPS06], de´montrent
une borne infe´rieure de Ω(n2) en nombre de de´placements lorsque les agents mo-
biles ignorent comple`tement le re´seau sous-jacent. Ces re´sultats furent e´tendus de
diffe´rentes manie`res. Dans [FMS09], les auteurs proposent d’une part une explora-
tion utilisant des agents qui de´butent en e´tant disperse´s sur le re´seau, d’autre part,
ils autorisent a` ce qu’existent e´ventuellement plusieurs trous noirs et plusieurs areˆtes
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Figure 2.9 – Illustration d’une e´lection de leader dans un graphe statique. Le sommet en
rouge repre´sente un leader possible dans ce graphe
noir (c’est-a`-dire, des areˆtes qui de´truisent tout agent qui essaye de les traverser),
avec certaines limitations. La solution propose de re´soudre le proble`me en Ω(mn)
de´placements (ou` n est le nombre de sommets et m est le nombre d’areˆtes).
Recherche de trou noir dans le mode`le du me´tro La recherche de trous noirs
fut aussi e´tudie´e dans le mode`le du me´tro sous l’hypothe`se que les agents de´butent
en e´tant regroupe´s a` la meˆme station et communiquent entre eux dans les stations a`
travers des ardoises. Dans [FKMS10, FKMS12c] les auteurs prouvent certaines limi-
tations et proposent une re´solution du proble`me en O(k ·n2C · lR+nC · l2R) de´placement
de ve´hicules.
Nous allons maintenant aborder le proble`me de l’e´lection de leader dans les
syste`mes dynamiques.
L’e´lection de leader
Dans un re´seau statique l’e´lection de leader est le proble`me qui consiste
a` distinguer un sommet, nomme´ leader, parmi tous les autres, comme illustre´ par
la figure 2.9. La de´signation d’un leader octroie la possibilite´ de re´soudre certains
proble`mes complique´s dans les syste`mes distribue´s en affiliant au leader un roˆle
spe´cifique dont il a le monopole par rapport aux autres sommets. En effet, l’objectif
d’une e´lection de leader est parfois de ge´ne´rer une certaine centralisation dans un
syste`me de´centralise´, de manie`re a` simplifier une coordination ulte´rieure des taˆches.
Certains proble`mes distribue´s deviennent plus simple voir triviaux lorsqu’un unique
leader est de´termine´ comme c’est le cas pour le comptage ou la synchronisation dans
un re´seau statique. Nous allons voir dans le chapitre 4 qu’il existe plusieurs approches
pour rede´finir les proble`mes dans un contexte dynamique. Cela s’applique aussi pour
le proble`me de l’e´lection de leader.
Pour rappel dans un re´seau dynamique il est possible que le re´seau soit non
connexe a` tout instant. Par conse´quent, il est possible qu’en tout instant le re´seau
soit compose´ de plusieurs composantes connexes qui peuvent varier dans le temps.
Si le re´seau est connexe a` travers le temps (voir la de´finition 3.9 dans le chapitre 3),
l’une des adaptations possibles du proble`me de l’e´lection de leader dans un contexte
dynamique consiste a` de´signer un seul leader parmi tous les sommets du re´seau comme
l’illustre la figure 2.10(a). Un tel sommet peut eˆtre de´signe´ par leader temporel puisque
son roˆle se de´roule a` travers le temps et est justifie´ par le fait que le re´seau soit connexe
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(a) Un seul leader temporel (b) Un leader évolutif par composantes connexes
Figure 2.10 – Deux de´finitions pour l’adaptation de l’e´lection de leader dans un contexte
dynamique
a` travers le temps. Cependant, cette de´finition de leader temporel devient inade´quate
si les composantes connexes durent un temps conside´rable de telle sorte que le temps
d’interconnexion a` travers le temps entre le leader et l’ensemble des sommets est
long. En effet, la coordination des actions entre l’ensemble des sommets du re´seau par
l’unique leader prendrait alors un temps conside´rable qui de´pendrait principalement
des temps d’attente ne´cessaires permettant au leader de contacter tous les sommets du
re´seau. De ce fait, dans ce cas particulier il serait sans doute plus judicieux d’aborder
le proble`me par rapport a` l’e´tat instantane´ du syste`me a` un instant donne´e.
Une autre approche, consiste a` de´finir l’e´lection de leader de telle sorte qu’il y
ait un leader par composante connexe comme illustre´ dans la figure 2.9(b). Cette ap-
proche qu’on pourrait de´signer par e´lection de leader e´volutif est similaire a` conside´rer
que chaque composante connexe est un re´seau a` part sur lequel une e´lection de lea-
der doit eˆtre re´alise´e. Cependant, puisque les sommets des composantes connexes
sont assujettis a` des dispersions et a` fusionner avec d’autres sommets, le proble`me de
l’e´lection de leader e´volutif devient un proble`me demaintenance, a` savoir que l’objectif
serait de maintenir un seul leader par composante connexe en produisant un nouveau
leader quand un groupe de sommets connexes se se´parent en deux et en enlevant un
leader lorsque deux composantes connexes se regroupent. Ne´anmoins, cette de´finition
du proble`me peut aussi devenir inadapte´e en fonction des hypothe`ses retenues dans
les re´seaux dynamiques. En effet, si par exemple la dynamique du graphe est tre`s
forte (changement radicaux) et que la fre´quence de changement est tre`s rapide, il est
possible que la maintenance d’une solution pour l’e´lection de leader soit impossible,
du fait des changements radicaux qui interviennent tre`s vite en comparaison au temps
ne´cessaire pour recalculer les leaders de chaque composante connexe.
L’arbre couvrant
Dans un graphe statique un arbre couvrant est un sous graphe couvrant
connexe minimal. En d’autres termes, dans un grapheG = (V,E) le couple A = (V,E ′)
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Figure 2.11 – Exemple d’un arbre couvrant dans les graphes statiques
(a) Un seul arbre couvrant temporel (b) Maintenance d''une forêt d'arbre couvrant
Figure 2.12 – Une repre´sentation de l’arbre couvrant temporel et l’arbre couvrant e´volutif
dans un re´seau dynamique
est un arbre couvrant s’il n’existe pas de cycle dans A et si E ′ ⊆ E, ∀p ∈ V, ∃e ∈ E ′
tel que p est une extre´mite´ de e et l’ensemble des areˆtes d’un arbre couvrant est un
sous ensemble connexe des areˆtes du graphe de telle sorte que chaque sommet de V
est une extre´mite´ d’une areˆte de E, comme illustre´ par la figure 2.11. Notez que dans
un arbre couvrant il existe exactement un seul chemin entre toute paire de sommets.
Parfois on utilise l’e´lection de leader pour de´signer la racine et ainsi construire
un arbre couvrant progressivement a` partir de cette racine. Le proble`me de l’arbre
couvrant peut aussi eˆtre rede´fini de diffe´rentes manie`res lorsqu’il s’agit de l’adapter a`
un syste`me dynamique. Le proble`me de l’arbre couvrant peut eˆtre rede´fini selon un
crite`re temporel ou une proprie´te´ d’instantane´ite´.
L’approche temporelle consiste a` de´finir le proble`me de l’arbre couvrant de
telle sorte que la proprie´te´ de couverture se manifeste a` travers le temps, une telle ap-
proche est base´e sur la construction d’un seul arbre dont les areˆtes logiques n’e´voluent
pas dans le temps. La figure 2.12(a) illustre un arbre couvrant temporel dont les areˆtes
en pointille´s sont des liens logiques re´apparaˆıtrons dans le temps.
L’approche d’instantane´ite´ de l’arbre couvrant repose sur la construction d’un
arbre couvrant par groupe de sommets connexes comme illustre´ par la figure 2.12(b).
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Figure 2.13 – Un exemple d’ensemble dominant dans un graphe statique. Comme on peut
le constater tout sommet blanc a` au moins un voisin noir.
L’ensemble dominant
Dans un graphe statique, un ensemble dominant de´signe un sous ensemble
de sommets du graphe (dit sommets dominants) de telle sorte que tout sommet non
dominant du graphe ait un voisin parmi les sommets de l’ensemble dominant. La
figure 2.13 illustre dans un graphe, un exemple d’un ensemble dominant repre´sente´
par les sommets noirs
Dans un contexte dynamique trois approches de rede´finition du proble`me
existent et peuvent eˆtre retrouve´es dans [CMM11]. Nous verrons en de´tails ces ap-
proches dans le chapitre 4.
Comptage. Le comptage de´signe le proble`me qui consiste a` calculer le nombre de
sommets d’un graphe.
Dans [KLO10], les auteurs montrent, dans un syste`me discret ou` l’e´volution
du graphe peut s’effectuer toute les x tours, que le proble`me de comptage ainsi qu’un
proble`me particulier de disse´mination de k-jetons (ou` k-jetons sont re´partis sur le
re´seau et ou` tous les sommets doivent re´cupe´rer tous les k-jetons de telle sorte que k
est e´gal au nombre de sommets du graphe) peuvent eˆtre re´solus sous Θ(n2) si le graphe
peut changer a` chaque e´tape et sous Θ(n+n2log(n)/x) si le graphe est maintenu toutes
les x e´tapes avant tout changement potentiel.
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Ce chapitre de´taillera de nombreuses de´finitions et notations que nous utili-
serons tout au long de cette the`se.
De nombreux travaux traitent directement ou indirectement des syste`mes dis-
tribue´s dynamiques. En effet, un nombre important de travaux prennent en compte les
changements topologiques, pour ne citer que quelques uns, [AKM+12, AE84, CCF09,
Fal03, Fer04, FGM07, SW09]. Suivant l’approche, le mode`le utilise´ peut eˆtre diffe´rent.
Cependant, elles partagent toutes quelques caracte´ristiques et notions communes
comme le changement topologique qui peut eˆtre induit par la disparition/la panne
et l’apparition/re´tablissement des liens de communications.
Des mode`les de syste`mes distribue´s dynamiques ont e´te´ de´veloppe´s lors de
travaux re´cents (voir le chapitre 2, page 19 pour plus de de´tails). Il existe principa-
lement deux mode`les ge´ne´riques qui peuvent repre´senter la dynamique d’un syste`me
sous toutes ses facettes. Dans [Fer04] on mode´lise la dynamique d’un syste`me par une
succession de graphes statiques appele´s “graphe e´volutif” (Evolving Graph). Quand
le “graphe variant dans le temps” (Time-Varying Graph), pre´sente´ par les auteurs
dans [CFMS10], est un mode`le qui utilise un graphe unique associe´ a` plusieurs fonc-
tions qui de´crivent les diffe´rents e´ve´nements que les e´le´ments du syste`me subissent au
cours du temps (comme l’apparition et la disparition de liens de communications ou
de processus).
Des travaux re´cents [CCF09, CFQS12, CF13] proposent d’unifier la plupart
des concepts, notions, formalismes et re´sultats de la litte´rature dans un seul formalisme
des graphes variant dans le temps pour mode´liser les diffe´rents syste`mes distribue´s
dynamiques.
Dans cette the`se, nous nous inte´ressons a` l’e´tude de la faisabilite´ de certaines
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questions dans le cadre de syste`mes distribue´s hautement dynamiques (c’est-a`-dire des
syste`mes dont les composantes subissent des changements fre´quents et qui peuvent
eˆtre non connexes a` tout moment). Notre choix de mode`le s’est porte´ sur les graphes
variant dans le temps [CFQS12, CCF09], un mode`le utilise´ dans de nombreux travaux
re´cents comme [CFMS10, SQF+11, CFMS15, DRm14].
3.1 Graphe variant dans le temps
Un graphe permet de de´crire formellement les capacite´s de communications
d’un syste`me distribue´. Le graphe variant dans le temps est un formalisme base´ sur
les graphes qui permet de formuler, a` travers des fonctions, les proprie´te´s temporelles
complexes des syste`mes distribue´s dynamiques tout en offrant une notation simple,
intuitive et concise.
La motivation derrie`re le choix de mode´liser les syste`mes distribue´s par le
formalisme du graphe variant dans le temps est due principalement a` la richesse et
la malle´abilite´ de ce mode`le qui permet de repre´senter un large e´ventail de syste`mes
dynamiques. Ce formalisme de´finit des graphes capables de mode´liser les re´seaux
dynamiques sous tous leurs aspects. En effet, l’un des points forts des graphes variant
dans le temps est leur capacite´ a` remplacer les mode`les dynamiques les plus utilise´s
dans la litte´rature, comme le montrent les auteurs dans [CFQS12].
Dans cette section nous allons pre´senter le formalisme des graphes variant
dans le temps ainsi qu’une panoplie de notions tre`s re´pandues dans la litte´rature
autour des graphes dynamiques en ge´ne´ral.
Le formalisme des graphes variant dans le temps [CFMS10] s’inspire des
syste`mes de re´-e´tiquetage de graphe [LMS99] (ou` l’e´tiquetage des areˆtes peut changer
au court du temps a` travers des re`gles bien de´finies) et du mode`le de re´seaux tem-
porel [KKK00] (ou` il s’agit de mode´liser la dynamique a` travers un graphe statique
dont les areˆtes sont e´tiquete´es par des dates ponctuelles). Ce formalisme est enrichi
par de nouvelles fonctions dans [CFQS12] afin de mode´liser toutes les particularite´s
des re´seaux dynamiques observe´s dans la litte´rature.
Un graphe variant dans le temps G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) est un graphe avec
un ensemble de sommets note´ V = (p1, p2, . . . , pn) qui interagissent entre eux durant
un intervalle de temps, fini ou non, T ⊂ T. L’interaction entre les sommets de´finit
l’ensemble des areˆtes ou relations bidirectionnelles E ⊆ V ×V , dont les disponibilite´s
peuvent eˆtre irre´gulie`res.
La fonction de pre´sence des areˆtes ρ de´crit les apparitions et les dispari-
tions des liens de communications dans un syste`me distribue´ dynamique. En d’autres
termes, la fonction ρ de´finit les disponibilite´s des areˆtes au cours du temps.
Dans un syste`me distribue´, les communications se de´roulent entre les
diffe´rentes unite´s de calcul. Cependant, la communication entre deux unite´s de calcul
peut eˆtre assujettie a` des latences. De ce fait, la fonction de latences des areˆtes ζ
permet de repre´senter dans un graphe les variations de la latence de chaque areˆte au
cours du temps. Notez que dans bon nombre de travaux cette fonction est soit ignore´e,
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soit constante et connue (par tous les processus).
Dans un re´seau, le temps de traitement d’une action par des unite´s de cal-
cul peut eˆtre aussi assujetti a` des variations dans le temps. De ce fait, en plus de
repre´senter le temps de traitement d’une action par chaque sommet, la fonction φ
permet de mode´liser aussi la variation de ce de´lai dans le temps.
De´finition 3.1 (Graphe variant dans le temps (GVT )) Un graphe variant
dans le temps [CFQS12] G est un tuple (V,E, T , ρ, ζ, φ) tel que :
— V est un ensemble statique de sommets ;
— E un ensemble statique d’areˆtes entre les sommets E ⊆ V × V ;
— T , le temps de vie du graphe est inclus dans un domaine temporel T. A`
titre d’exemple, T peut eˆtre un domaine temporel discret comme N ou un
domaine temporel continu comme R+ ;
— ρ : E × T → {0, 1}, appele´e la fonction de pre´sence des areˆtes,
indique pour une areˆte donne´e si elle est pre´sente ou non a` un moment
donne´ ;
— ζ : E × T → T, appele´e la fonction de latence des areˆtes, indique
le de´lai de communication a` un instant donne´e entre les deux extre´mite´s
d’une areˆte ;
— φ : V × T → T, appele´e fonction de latence des sommets, donne le
temps ne´cessaire a` une action interne d’un processus a` un instant donne´e.
Remarque 3.1 Dans notre mode`le nous conside´rons que l’ensemble des areˆtes E ne
comprend que les relations qui permettent a` ses deux extre´mite´s de communiquer au
moins une fois durant le temps de vie du GVT (c’est-a`-dire, le temps de pre´sence
de l’areˆte est suffisamment long par rapport a` sa latence lors de son apparition).
Formellement, nous supposons que dans un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) :

∀e ∈ E, ∃t ∈ T , ρ(e, t) = 1
∀e ∈ E, ∀t ∈ T , ∃ǫ ∈ T , (ρ(e, t) = 1 ∧ ∀t′ ∈]t− ǫ, t[, ρ(e, t′) = 0)⇒
∀t′ ∈ [t, t+ ζ(e, t)], ρ(e, t′) = 1
On parle alors de pre´sence d’une areˆte a` un instant si et seulement si l’intervalle de
temps entre l’apparition effective et la disparition effective de l’areˆte est supe´rieure
au temps de latence de l’areˆte a` cet instant. De la meˆme manie`re, on ne parle
d’apparition d’une areˆte e a` un instant donne´e que si l’areˆte e est pre´sente tout
de suite apre`s cet instant et absente avant. On parle de disparition d’une areˆte e a`
un instant donne´ que si e e´tait pre´sente avant cet instant.
Nous conside´rons que l’apparition et la disparition d’une areˆte comme un
e´ve´nement topologique.
E´tant donne´ un graphe variant dans le temps G = (V,E, T , ρ, ζ, φ), une suite
de dates caracte´ristiques d’une areˆte e ∈ E, note´e Te, est la suite ordonne´e des
diffe´rentes dates d’apparitions et de disparitions de l’areˆte e durant le temps de vie
de G. La suite ordonne´e de l’union de toutes les dates caracte´ristiques des areˆtes de E
est appele´e la suite de dates caracte´ristiques de G, que nous notons TG. La suite de
36 CHAPITRE 3. MODE`LE
p3
p2 p1
[1;10[
[1
3
;1
7
[
[20;30[
Figure 3.1 – Cette figure illustre un exemple de GVT dont l’empreinte globale est connexe
alors que le GVT n’est jamais connexe durant son temps de vie, c’est-a`-dire
l’intervalle [0,30[.
dates caracte´ristiques d’un GVT G correspond aux diffe´rentes dates durant lesquelles
des e´ve´nements topologiques se produisent dans G.
Les dates de ces e´ve´nements topologiques peuvent-eˆtre perc¸ues comme des
dates de transition de G. C’est-a`-dire qu’a` chaque date ti de TG le graphe change.
De ce fait, en utilisant ses dates caracte´ristiques, un graphe variant dans le
temps G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) peut eˆtre exprime´ par la suite d’e´volutions de G de´finie
par une suite de graphes statiques SG = g1, g2, . . . ou` chaque gi = (V,Ei) correspond a`
l’e´tat du graphe G a` la date ti ∈ TG. Notez que durant l’intervalle de temps t ∈ [ti, ti+1[
aucun e´ve´nement topologique ne se produit (ni apparition ni disparition d’areˆte). De
ce fait, un graphe variant dans le temps peut eˆtre exprime´ aussi par (V,E, SG, TG, ζ, φ).
Le graphe sous-jacent d’un graphe variant dans le temps, repre´sente le
graphe statique qui comprend tout sommet du GVT et toute areˆte qui est disponible
au moins une fois durant le temps de vie du GVT .
De´finition 3.2 (Graphe sous-jacent) Le graphe sous-jacent (ou empreinte
globale) d’un graphe variant dans le temps G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) note´ UG, est le
graphe (V,E).
Remarque 3.2 Notez que meˆme si l’empreinte globale UG d’un graphe dynamique G
est connexe, il est possible que G soit a` tout instant non connexe. Comme illustre´ par
la figure 3.1.
Areˆte infiniment souvent pre´sente. Une areˆte infiniment souvent pre´sente dans
un graphe variant dans le temps G est toute areˆte dont la pre´sence est soit permanente
soit re´currente infiniment souvent.
De´finition 3.3 (Areˆte infiniment souvent pre´sente) Une areˆte infiniment
souvent pre´sente dans un graphe variant dans le temps G = (V,E, T , ρ, ζ, φ), est
toute areˆte e ∈ E, pour tout t ∈ T , il existe t′ ≥ t tel que ρ(e, t′) = 1.
L’ensemble des areˆtes infiniment souvent pre´sentes de G est note´ par Eω =
{e ∈ E|∀t ∈ T , ∃t′ > t, ρ(e, t′) = 1}.
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Figure 3.2 – La figure 3.2(a) illustre un graphe variant dans le temps G ou` l’areˆte {p1, p3}
est voue´e a` disparaˆıtre puisqu’elle est pre´sente uniquement pendant l’intervalle
de temps [1, 3[ tandis que les autres areˆtes sont infiniment souvent pre´sentes.
La figure 3.2(b) repre´sente l’empreinte globale UG de G.
La figure 3.2(c) correspond a` l’empreinte ultime UωG de G.
On constate notamment que la diffe´rence entre l’empreinte globale et l’em-
preinte ultime de G est la pre´sence dans UG et respectivement l’absence dans
UωG de l’areˆte {p1, p3}.
Areˆte voue´e a` disparaˆıtre. Comme son nom l’indique, une areˆte voue´e a` dis-
paraˆıtre dans un graphe variant dans le temps G est toute areˆte qui au bout d’un
certain nombre d’apparitions et d’un certain temps cesse d’eˆtre pre´sente dans G.
De´finition 3.4 (Areˆte voue´e a` disparaˆıtre) Une areˆte voue´e a` disparaˆıtre dans
un graphe variant dans le temps G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) est toute areˆte e ∈ E\Eω. En
d’autres termes, toute areˆte e est voue´e a` disparaˆıtre dans G si il existe t ∈ T tel que
∀t′geqt, ρ(e, t′) = 0.
Empreinte ultime.
De´finition 3.5 Un graphe sous-jacent ultime (ou empreinte ultime) d’un
graphe variant dans le temps G note´ UωG , est le graphe (V,Eω) compose´ du meˆme
ensemble de sommets que G et ou` l’ensemble des areˆtes Eω correspond aux areˆtes
infiniment souvent pre´sentes dans G.
La figure 3.2 illustre la diffe´rence entre l’empreinte globale et l’empreinte
ultime d’un graphe variant dans le temps qui admet une areˆte voue´e a` disparaˆıtre.
Comme le montre les auteurs dans [CFQS12] la notion classique de chemin
dans les graphes statiques est parfois de´nue´e de sens dans les GVT . Par conse´quent,
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un des concepts centraux dans les graphes dynamiques est la notion de chemin tem-
porel, appele´ aussi trajet. Un trajet entre un processus p et un processus q est une
suite d’areˆtes successives reliant le processus p au processus q telle que la disponibilite´
et la latence des areˆtes permettent la transmission d’une information du processus p
vers le processus q. Le concept d’un tel chemin a vu le jour dans la litte´rature sous
diffe´rents noms. On s’y re´fe`re par trajet (journey) [BXFJ03], chemin temporel (tempo-
rel path) [CHC+07, TMML10], chemin conforme a` un calendrier (schedule-conforming
path) [Ber96] et chemin respectant un temps(time-respecting path) [Hol05, KKK00].
L’existence d’un tel trajet d’un sommet p vers un sommet q dans un graphe
variant dans le temps permet au sommet p de faire parvenir une information au
sommet q si elle passe par ce trajet meˆme si, a` tout moment, il n’existe pas de route
point a` point instantane´e (chemin traditionnel) entre le sommet p et le sommet q.
Notez que ce concept implique que nous supposons qu’il existe un moyen de stocker
une information dans un sommet afin qu’elle puisse eˆtre transmise ulte´rieurement.
Nous de´signerons l’hypothe`se qui permet a` un processus de garder une information et
la transmettre plus tard, par la me´thode de stockage puis retransmission.
De´finition 3.6 Soit un graphe variant dans le temps G = (V,E, T , ρ, ζ, φ), un trajet
(ou chemin temporel) du sommet p1 de V vers le sommet pk de V , note´ j(p1,pk)
est une suite (de couple (areˆte,date)) {({p1, p2}, t1), ({p2, p3}, t2), ..., ({pk, pk+1}, tk)}
ou` (les areˆtes) {{p1, p2}, {p2, p3}, ..., {pk, pk+1}} sont un chemin dans le graphe (V,E)
tel que ∀i, 1 ≤ i ≤ k, ∀t ∈ [ti, ti + ζ({pi, pi+1}, ti), ρ({pi, pi+1}, t) = 1 et ti+1 ≥
ti + ζ({pi, pi+1}, ti) + φ(pi+1, ti + ζ({pi, pi+1}, ti)) pour tout 1 ≤ i < k.
La date de de´part du trajet j(p1,pk) note´e tdepart(j), est t1. Elle correspond
a` la date associe´e a` la premie`re areˆte du trajet. Quand la date de fin du trajet j(p1,pk)
note´e tfin(j), est tk+ζ({pk−1, pk}, tk) et elle correspond a` la date de´finie par le cumul
de la date associe´e a` la dernie`re areˆte du trajet et la latence de cette areˆte.
On de´signera l’ensemble des trajets possibles entre une paire de sommets
p et q par J ∗(p,q). Tandis que par J
t
(p,q) on de´signera tous les trajets possibles de p
vers q a` partir d’un instant supe´rieure ou e´gale a` t.
Notez que dans les GVT hautement dynamiques parfois les seuls moyens qui
permettent aux diffe´rents processus de communiquer entre eux sont des trajets.
La notation p q est parfois utilise´e pour de´signer un trajet entre le sommet
p et le sommet q.
Remarque 3.3 Un trajet est non syme´trique, c’est-a`-dire que pour une paire de som-
mets p et q, s’il existe un trajet q  p, il n’existe pas force´ment de trajet p q, comme
illustre´ par l’exemple dans la figure 3.3.
Trajet strict et non-strict. Les trajets stricts ont e´te´ de´finis principalement pour
des GVT ou` le temps de vie du GVT est discret. Il s’agit d’un trajet qui autorise
la traverse´e d’une seule areˆte par e´tape. Tandis qu’un trajet non-strict autorise la
traverse´e d’un nombre quelconque d’areˆtes conse´cutives par e´tape.
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Figure 3.3 – Cette figure illustre un exemple de GVT sous l’hypothe`se que les latences
sont ignore´es. Dans ce GVT , il existe un trajet du sommet p1 vers le sommet
p4 (par exemple, le trajet {({p1, p2}, 1), ({p2, p3}, 5), ({p3, p4}, 8)}) alors que
ce trajet est non syme´trique : il n’existe aucun trajet du sommet p4 vers le
sommet p1 dans ce GVT .
Un trajet strict d’un sommet p vers un sommet q dans un GVT G est un
trajet jp,q tel que, pour tout (ei, ti) et (ei+1, ti+1) de la suite jp,q, le graphe a` l’instant
ti est diffe´rent du graphe a` l’instant tj. En d’autres termes, au moins un e´ve´nement
topologique se produit entre ti et ti+1.
Notez que l’e´ve´nement topologique ne concerne par force´ment l’apparition de
la prochaine areˆte du trajet.
Sous graphe temporel. Hormis la possibilite´ de conside´rer des sous graphes par
restriction de liens et/ou de sommets dans un graphe dynamique comme dans les
graphes statiques (voir la de´finition 2.9 pour le sous graphe), il est possible de res-
treindre le graphe a` des intervalles de temps cre´ant ainsi ce que l’on de´signe par un
sous graphe temporel.
De´finition 3.7 Soit G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) un graphe variant dans le temps, le graphe
G ′ = (V,E, T ′, ρ′, ζ ′, φ′) est un sous graphe temporel de G s’il satisfait ces diffe´rents
points :
— T ′ ⊂ T ;
— E ′ = {e ∈ E : ∃t ∈ T ′ : ρ(e, t) = 1 ∧ t+ ζ(e, t) ∈ T ′} ;
— ρ′ : E ′ × T ′ → {0, 1} ou` ∀t ∈ T ′, ρ′(e, t) = ρ(e, t) ;
— ζ ′ : E ′ × T ′ → T ou` ∀t ∈ T ′, ζ ′(e, t) = ζ(e, t) ;
— φ′ : E ′ × T ′ → T ou` ∀t ∈ T ′, φ′(e, t) = φ(e, t).
En pratique la notation G ′ = G[ti,tj [ est utilise´e pour de´signer un sous graphe
temporel de G, ou` le temps de vie du graphe T ′ est restreint a` T ∩ [ti, tj[. Ceci inclut
aussi la notation G ′ = G[ti,+∞[ qui de´finit un sous graphe temporel de G tel que le
temps de vie du graphe est restreint de ti a` la fin de vie du graphe, ou la notation
G ′ = G[−∞,tj [ qui repre´sente un sous graphe temporel de G tel que le temps de vie du
graphe est borne´ du de´but de la vie du graphe a` tb.
De´finition 3.8 E´tant donne´ un graphe variant dans le temps G = (V,E, T , ρ, ζ, φ)
et une date t donne´e, un trajet j(p,q) de´butant a` tdepart ≥ t est un trajet court depuis
l’instant t si et seulement si pour tout j′(p,q) de´butant a` t
′
depart ≥ t la longueur en sauts
(nombre d’areˆtes du trajet) de j′(p,q) est supe´rieur ou e´gal a` la longueur en sauts de
j(p,q).
De´finition 3.9 E´tant donne´ un graphe variant dans le temps G = (V,E, T , ρ, ζ, φ),
une distance topologique depuis un sommet p ∈ V vers un sommet q ∈ V a` partir
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d’une date t note´e dp,q(t) est la longueur (en sauts) du plus court trajet de p vers q
dans G de´butant a` une date tdepart ≥ t.
Trajet terminant au plus toˆt. Dans un graphe variant dans le temps, un trajet
terminant au plus toˆt entre les sommets p et q par rapport a` une date donne´e t
est un trajet dont la date de fin tfin est minimale parmi tous les trajets de J t(p,q).
De´finition 3.10 Dans un graphe variant dans le temps G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) et e´tant
donne´e une date t ∈ T , un trajet jp,q entre p et q commenc¸ant a` une date tdepart ∈ T
est un trajet terminant au plus toˆt si et seulement si tdepart ≥ t et ∀j′p,q ∈ J tp,q,
t′fin ≥ tfin.
De´finition 3.11 E´tant donne´ un graphe variant dans le temps G = (V,E, T , ρ, ζ, φ)
et une date t ∈ T , une distance temporelle depuis un sommet p ∈ V vers un
sommet q ∈ V a` partir d’une date t note´e dˆp,q(t) est la dure´e en temps entre tfin du
trajet terminant le plus toˆt a` partir de t.
De´finition 3.12 E´tant donne´ un graphe variant dans le temps G = (V,E, T , ρ, ζ, φ)
et un instant donne´ t, un trajet jp,q entre les sommets p et q de´butant a` une date tdepart
et terminant a` une date tfin est un trajet rapide si et seulement si ∀j′p,q ∈ J tp,q,
tfin − tdepart ≤ t′fin − t′depart.
La figure 3.4 illustre la diffe´rence entre un trajet court, rapide et se terminant le plus
toˆt.
Trajet direct et indirect Un trajet direct est un trajet ou` les processus n’utilisent
pas la me´thode de stockage puis retransmission. Tandis que, dans un trajet indirect
les processus l’utilisent. La figure 3.5 illustre la diffe´rence entre un trajet direct et un
trajet indirect dans un graphe variant dans le temps.
De´finition 3.13 Un trajet j(p1,pk) = {({p1, p2}, t1), ({p2, p3}, t2), ..., ({pk−1, pk}, tk−1)}
est direct si ∀i ∈ N, i ≤ i < k, ti+1 = ti+ζ({pi, pi+1}, ti)+φ(pi+1, ti+ζ({pi, pi+1}, ti)).
La figure 3.6, synthe´tise les diffe´rents concepts vus pre´ce´demment.
3.2 Familles de graphes variant dans le temps
L’un des points inte´ressants introduits par le formalisme des graphes variant
dans le temps dans [CFQS12] et dans [CCF09] est la hie´rarchie de familles de graphes
variant dans le temps.
Chaque famille regroupe des syste`mes dynamiques satisfaisant certaines pro-
prie´te´s. Ces proprie´te´s peuvent repre´senter les conditions ne´cessaires et parfois suffi-
santes que doivent satisfaire un syste`me dynamique afin que la re´solution de certains
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Figure 3.4 – Un exemple de trajet court, rapide et se terminant le plus toˆt, pour t = 1,
0 ≤ ζ ≤ 2 et φ = 0.
Trajet court : j(p1,p4)= {({p1, p5}, 18− ζ), ({p5, p4}, 20)}
Trajet rapide : j(p1,p4)= {({p1, p2}, 8− ζ), ({p2, p3}, 8), ({p3, p4}, 8 + ζ)}
Trajet terminant au plus toˆt : j(p1,p4)= {({p1, p6}, 1), ({p6, p7}, 5−ζ), (p7p4, 5)}
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Figure 3.5 – La figure 3.5(a) illustre un GVT dont la latence ζ est constante et infe´rieure a`
1 et la latence φ est e´gale a` 0. Dans ce GVT nous e´tudions des trajets directs et
indirects entre le processus p1 et p4 que nous illustrons dans les figures 3.5(b)
et (c).
La figure 3.5(b) illustre l’exemple de trajet direct suivant : j(p1,p4)=
{({p1, p3}, 1− ζ), ({p3, p4}, 1)}.
La figure 3.5(c) illustre l’exemple trajet indirect suivant : j(p1,p4)=
{({p1, p2}, 2), ({p2, p3}, 3), ({p3, p4}, 5)}
Concept Explication Notation
Fontion de pre´sence d’une areˆte : Fonction qui indique si une areˆte ρ({p, q}, t)
{p, q} est pre´sente ou non a` un instant t
Fontion de latence d’une areˆte : Fonction qui donne le de´lai ζ({p, q}, t)
de communication a` un instant t entre p et q
Fontion de latence d’un sommet : Fonction qui indique le temps φ(p, t)
que prend une action interne par un processus
p a` un instant t
Trajet Un chemin a` travers le temps entre j(p, q),p q
deux processus p et q
Trajet strict Un chemin a` travers le temps strict j(p, q),p
st
 q
entre deux processus p et q
Temps de de´part d’un trajet : tdepart(j)
Temps de fin d’un trajet : tfin(j)
Tous les trajets L’ensemble des trajets de p vers q J ∗(p,q)
L’ensemble des trajets de p vers q J t(p,q)
a` partir d’un instant t
Figure 3.6 – Tableau de synthe`se.
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proble`mes devienne possible, des proble`mes tels que la diffusion de messages, la propa-
gation d’informations avec accuse´ de re´ception, l’e´lection de leader, etc. Ces proprie´te´s
peuvent eˆtre aussi topologiques et/ou temporelles pour correspondre a` des syste`mes
e´tudie´s dans la litte´rature.
Notez que les familles de graphes variant dans le temps que nous allons
voir ne sont pas de´finitives et peuvent-eˆtre e´tendues a` souhait. En effet, dans
[CFQS12, CCF09] les auteurs proposent a` travers ces familles de mode´liser les
syste`mes dynamiques les plus e´tudie´s dans la litte´rature. Ne´anmoins, le spectre des
syste`mes qui peuvent-eˆtre mode´lise´s par des graphes variant dans le temps est en-
core plus large (allant de l’ajout de nouvelles hypothe`ses aux familles existantes, a` la
cre´ation de nouvelles familles pour mode´liser d’autres/nouveaux syste`mes sous d’au-
tres/nouvelles hypothe`ses.
Les figures 3.15 et 3.25 illustrent les relations d’inclusion entre les diffe´rentes
familles de graphes dynamiques cite´es dans ce document.
3.2.1 Familles de GVT dote´s de proprie´te´s ponctuelles
Dans un premier temps nous allons pre´senter l’ensemble des familles aux-
quelles un syste`me dynamique appartient si et seulement s’il satisfait certaines condi-
tions au moins une fois durant sa vie. En effet, dans ces familles le caracte`re re´pe´titif
de certaines proprie´te´s est exclu. Ce caracte`re non re´pe´titif peut eˆtre utile de`s lors
que l’on suppose que temps de vie du syste`me est fini ou lorsqu’il s’agit de conside´rer
un nombre fini d’e´ve´nements topologiques.
F1 : Un diffuseur. Cette famille comprend tout GVT dont un processus peut
atteindre tous les autres a` travers un trajet. Si un GVT n’appartient pas a` cette
famille alors il n’existe aucune chance qu’un processus puisse informer tous les autres.
Par conse´quent, cette proprie´te´ est ne´cessaire dans un GVT pour permettre a` un
processus de diffuser une information dans le GVT (la propager a` l’ensemble des
processus du GVT ).
Ne´anmoins, pour re´soudre le proble`me de la diffusion dans un GVT cette
proprie´te´ n’est pas suffisante. En effet, les proprie´te´s de´finissant cette famille de GVT
ne permettent pas de de´terminer lequel de ces processus peut initialiser et satisfaire
une diffusion.
Proprie´te´ 3.1 (F1) Un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) appartient a` la famille F1 si
∃p ∈ V : ∀q ∈ V, ∃jp,q.
La figure 3.7 illustre un exemple de graphe variant dans le temps de la famille F1.
F2 : Tous diffuseurs/re´cepteurs. La particularite´ de cette famille de GVT est
l’existence d’un trajet entre toute paire de processus du GVT . Le succe`s d’une diffusion
par n’importe quel processus d’un GVT de´pend de l’appartenance ou non a` cette
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Figure 3.7 – Cette figure illustre un GVT de la famille F1. Nous supposons que ζ est
commune a` toutes les areˆtes, constante et e´gale a` 1 (ζ = 1) et φ = 0 en tout
instant et pour tout sommet. Ce GVT satisfait la proprie´te´ de la famille F1
puisqu’il existe des trajets du sommet p2 vers tous les autres.
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Figure 3.8 – Un exemple d’un GVT de la famille F2. Dans ce GVT , nous supposons que
ζ = 1 et φ = 0 partout et a` tout instant. Sous ces conditions, on constate
qu’entre tout couple de sommets il existe un trajet dans ce GVT .
famille. En effet, si un GVT n’appartient pas a` cette famille alors il existe au moins
un processus qui e´chouera a` propager une information s’il est de´signe´.
Cette proprie´te´ est ne´cessaire pour une e´lection de leader dans un GVT . En
effet, un GVT de cette famille permet a` tout processus de pre´tendre a` l’e´lection de
leader et espe´rer eˆtre e´lu.
Proprie´te´ 3.2 (F2) Un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) appartient a` la famille F2 si
∀(p, q) ∈ V 2, ∃jp,q.
F3 : Un diffuseur strict. Les GVT de cette famille admettent l’existence d’un
processus qui partage un trajet strict vers tous les autres processus du GVT . La
figure 3.9 illustre un exemple de cette famille.
Proprie´te´ 3.3 (F3) Un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) appartient a` la famille F3 si
∃p ∈ V : ∀q ∈ V, ∃(p st q).
F4 : Tous diffuseurs/re´cepteurs strict. Cette famille correspond aux GVT ou`
il existe un trajet strict entre tous les processus du GVT . La figure 3.10 illustre un
exemple de cette famille.
Proprie´te´ 3.4 (F4) Un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) appartient a` la famille F4 si
∀(p, q) ∈ V 2, ∃(p st q).
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Figure 3.9 – Un exemple de graphe variant dans le temps ou` nous supposons que ζ est
commune a` toutes les areˆtes, constante et e´gale a` 1 et φ = 0 en tout instant
dans tout sommet du GVT . Comme il existe des trajets stricts du sommet p2
vers tous les autres, ce GVT appartient a` la famille F3.
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Figure 3.10 – Dans ce GVT , nous supposons que ζ = 1 et φ = 0 en tout instant et partout.
Notez que dans ce GVT il existe un trajet strict entre tout couple de sommets.
Ce qui implique que ce GVT appartient a` la famille F4.
F5 : Un diffuseur par lien direct Cette famille de´finit les GVT dans lesquels
au moins un processus (a` un certain moment de l’exe´cution) est lie´ par une areˆte
(au court du temps) a` tout autre processus. La figure 3.11 illustre un graphe de cette
famille ou` le sommet p2 partage une areˆte avec tout autre sommet du graphe au moins
une fois a` partir de l’instant 11.
Proprie´te´ 3.5 (F5) Un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) appartient a` la famille F5 si
∃p ∈ V : ∀q ∈ V \{p}, {p, q} ∈ E.
F6 : Une clique temporelle Cette famille compte tout GVT ou` il existe au moins
une fois une areˆte entre toute paire de ses processus du GVT . La proprie´te´ de cette
famille correspond aux conditions suffisantes pour satisfaire le proble`me du comptage
qui consiste a` calculer le nombre de processus d’un GVT [CCF09]. La figure 3.12
illustre un GVT de cette famille.
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Figure 3.11 – Un graphe de la famille F5.
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Figure 3.12 – Exemple de GVT la famille F6. On peut remarquer que toute paire les som-
mets partagent au moins une fois une areˆte.
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Figure 3.13 – Dans cet exemple illustre´ de GVT , nous supposons que ζ = 1 et φ = 0 partout
et a` tout instant. Tous les processus peuvent transmettre une information
au processus p2 a` travers des trajets. Par conse´quent, ce GVT appartient a`
la famille F7.
Notez que bien que ce GVT appartient a` la famille F7, il n’appartient pas a`
la famille F1 puisqu’il n’existe aucun processus qui puisse atteindre tous les
autres a` travers des trajets.
Proprie´te´ 3.6 (F6) Un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) appartient a` la famille F6 si
∀(p, q) ∈ V 2, p 6= q =⇒ {p, q} ∈ E.
F7 : Un destinataire Cette famille comprend l’ensemble des GVT qui admettent
l’existence d’au moins un processus qui puisse eˆtre atteint, a` travers des trajets, par
tous les autres.On peut retrouver cette famille dans [CCF09] dans le cadre de l’e´tude
d’algorithme de comptage distribue´ par les processus.
Les hypothe`ses sur cette famille correspondent aux conditions ne´cessaires
pour re´soudre le proble`me de comptage dans un GVT . La figure 3.13 illustre un
exemple de cette famille.
Proprie´te´ 3.7 (F7) Un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) appartient a` la famille F7 si
∃p ∈ V : ∀q ∈ V, ∃j(q,p).
F8 : Aller/retour Cette famille correspond aux GVT caracte´rise´s par l’hypothe`se
qu’entre toute paire de processus p et q, il existe un trajet de p vers q puis de q vers p.
La pre´sence d’une telle proprie´te´ dans un GVT permet a` tout processus de confirmer
la bonne re´ception de ses communications.
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Figure 3.14 – Cette figure illustre un GVT de la famille F8, ou` nous supposons que ζ = 1
et φ = 0 partout et tout le temps. Entre tout couple de sommets de ce
GVT , il existe un trajet aller puis un trajet retour. Par exemple, entre le
sommet p2 et p3 nous avons j(p2,p3) = {({p2, p1}, 1), ({p1, p3}, 5)} pour l’aller
et j(p3,p2) = {({p3, p1}, 8), ({p1, p2}, 9)}
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Figure 3.15 – Relation d’inclusion entre les diffe´rentes familles de GVT a` proprie´te´s non
re´currentes.
La figure 3.14 illustre un exemple GVT de la famille F8.
Proprie´te´ 3.8 (F8) Un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) appartient a` la famille F8 si
∀(p, q) ∈ V 2, ∃j(p,q), ∃j′(q,p) : tfin(j(p,q)) ≤ tdepart(j′(p,q)).
La figure 3.15 illustre la hie´rarchie des familles de GVT a` proprie´te´s non
re´currentes. On y constate que les familles F1 et F7 sont sous des hypothe`ses assez
faibles et qu’elles comprennent une bonne partie des autres familles.
3.2.2 Familles de GVT dote´s de proprie´te´s re´currentes
Contrairement aux familles pre´ce´dentes ou` certaines conditions devaient eˆtre
satisfaites au moins une fois, nous allons voir ici des familles de GVT dont les proprie´te´s
les de´finissant sont re´currentes une infinite´ de fois. Dans ce cas pre´cis, on suppose
ge´ne´ralement que le temps de vie du graphe est non borne´.
F9 : Connexe a` travers le temps. Cette famille inclut l’ensemble des graphes
dynamiques tel qu’il existe infiniment souvent dans le temps de vie du graphe un
trajet entre toute paire de processus.
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Comme on peut le constater la famille F9 est une variante de la famille F3.
L’hypothe`se de la pre´sence d’un trajet entre toute paire de processus dans F3 devient
re´current dans F9. De ce fait, les GVT appartenant a` cette famille supposent que la
disponibilite´ et la latence des areˆtes et des processus admet toujours l’existence d’un
itine´raire qui permet a` tout processus de communiquer avec un autre a` travers des
trajets. Notez que dans ce type de GVT il est possible qu’une areˆte apparaisse un
nombre fini de fois durant la vie du graphe avant de disparaˆıtre a` jamais.
Des travaux re´cents conside`rent des variantes de cette famille, par
exemple [GAS11] conside`re que la proprie´te´ de la famille F9 est ve´rifie´e par au moins
un ensemble de sommets stables (des processus qui ne quittent plus le syste`me a` par-
tir d’une certaine date) et un ensemble de processus connus (des sommets identifie´s
par des processus stables) afin d’imple´menter un de´tecteur de fautes dans un syste`me
dynamique.
La figure 3.16 illustre un exemple de graphe appartenant a` cette famille.
Proprie´te´ 3.9 (Connexe a` travers le temps CT T ) Un GVT G =
(V,E, T , ρ, ζ, φ) appartient a` la famille de GVT connexe a` travers le temps si
∀(p, q) ∈ V 2, ∀t ∈ T , ∃j(p,q) : tdepart(j(p,q)) ≥ t.
F10 : Areˆtes re´currentes Cette famille rassemble l’ensemble des graphes dyna-
miques qui satisfont la proprie´te´ que l’empreinte globale est connexe et que toute areˆte
e ∈ E apparaˆıt une infinite´ de fois pendant la vie du graphe. De par cette proprie´te´,
il existe un trajet entre toute paire de processus du GVT . L’empreinte globale e´tant
connexe, nous avons donc que F10 ⊆ F9. Cette famille ainsi que d’autres furent uti-
lise´es dans le cadre de l’e´tude de la faisabilite´ de diffusion courte, rapide et la diffusion
se terminant le plus toˆt. Dans [CFMS15], les auteurs prouvent la faisabilite´ d’une dif-
fusion empruntant un trajet se terminant le plus toˆt dans cette famille a` condition
que le nombre de processus |V | soit connu par les sommets.
Une des particularite´s des graphes variant dans le temps appartenant a` cette
famille est que l’empreinte ultime est identique a` l’empreinte globale.
La figure 3.17 illustre un graphe de cette famille.
Proprie´te´ 3.10 (Areˆtes re´currentes) Un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) appartient a`
la famille de GVT a` areˆtes re´currentes si ∀e ∈ E, ∀t ∈ T , ∃t′ > t tel que ρ(e, t′) = 1.
F11 : ∆-Re´current. Cette famille regroupe l’ensemble des graphes dynamiques
satisfaisant la condition que l’empreinte globale est connexe et que toute areˆte e ∈ E
apparaˆıt au moins une fois toutes les ∆ unite´s de temps. Cette famille est donc une
variante de la famille F10 puisqu’il existe un intervalle de temps (dite aussi borne)
pendant laquelle toutes les areˆtes du graphe apparaissent au moins une fois. De ce fait
F11 ⊆ F10. Les re´seaux familiaux ou` chaque membre interagit au moins une fois avec
un membre de sa famille par jours/mois/anne´es, peut correspondre a` cette famille de
GVT . L’une des proprie´te´s inte´ressantes que procure cette famille est la possibilite´ de
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Figure 3.16 – Un exemple d’un GVT connecte´ a` travers le temps.
Meˆme si le GVT fini par devenir pe´riodique, on peut constater que certaines
areˆtes n’apparaissent plus au bout d’un certain temps fini et non borne´. Le
graphe reste connexe a` travers le temps y compris apre`s la disparition de ces
areˆtes.
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Figure 3.17 – Exemple d’un graphe de la famille F10. Les pointille´s repre´sentent une dure´e
ale´atoire finie mais non borne´e ou` tout peut se produire (par exemple il se
peut que tous les liens de communications disparaissent durant les phases
repre´sente´es par des pointille´s). Pour mieux repre´senter cette famille on peut
conside´rer les graphes ale´atoire en supposant un graphe initial (= a` l’em-
preinte globale) au de´but et que tous les k instants les areˆtes du graphe
initial ont une probabilite´ a de disparaˆıtre tandis que les areˆtes qui ont dis-
paru ont une probabilite´ 1 − a de re´apparaˆıtre. Le re´sultat nous assurera
que toutes les areˆtes de l’empreinte globale seront re´currentes satisfaisant
par la meˆme occasion la proprie´te´ de la famille a` re´currence des areˆtes. De
plus, le caracte`re probabiliste des disponibilite´s des areˆtes permet d’exclure
de´finitivement cet exemple des classes borne´es et pe´riodiques.
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Figure 3.18 – Exemple d’un GVT ∆-re´current (F11). La fonction f(i) de´signe dans cet
exemple une fonction qui retourne un nombre ale´atoire qui correspond au
temps de pre´sence de l’areˆte tous les ∆ instants. Par exemple pour ∆ = 10
on peut mettre f(i) = random(i)%5 + 1 ou` % correspond au reste de la
division.
calculer, avec de´tection de terminaison, l’ensemble des voisins lorsque la borne ∆ est
connue. La faisabilite´ d’une diffusion courte est possible dans les GVT de cette famille
a` condition que ∆ soit connu par les processus [CFMS15].
La figure 3.18 illustre un exemple d’un graphe de la famille ∆-Re´current.
Proprie´te´ 3.11 (∆-Re´currence) Un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) appartient a` la fa-
mille de GVT ∆-Re´current si l’empreinte globale UG est connexe et ∀e ∈ E, ∀t ∈
T , ∃∆ ∈ T, ∃t′ ∈ [t, t+∆[: ρ(e, t′) = 1.
F12 : Pe´riodique Cette famille regroupe l’ensemble des graphes dynamiques
pe´riodiques dont l’empreinte globale est connexe. Par graphe dynamique pe´riodique
nous voulons dire qu’il y a une redondance dans la dynamique du graphe et que
cette redondance est pe´riodique. La caracte´ristique de cette famille correspond a`
bon nombre de proprie´te´s re´elles des re´seaux, particulie`rement toutes composantes
mobiles dont la mobilite´ est pe´riodique. Par exemple, cette famille convient parfai-
tement aux re´seaux de transport (bus,me´tro,vol) et aux re´seaux satellites. La dif-
fusion rapide devient possible pour les graphes de cette famille a` condition que la
pe´riode p soit connu par les noeuds. Bon nombre de travaux supposent l’hypothe`se de
pe´riodicite´ dans les re´seaux dynamiques. Pour n’en citer que quelques uns : les travaux
de [FMS09, IW11, SQF+11] dans le contexte d’exploration de re´seaux et [KO09] en
routage. Il est a` noter que F12 ⊆ F11. La figure 3.19 repre´sente un graphe apparte-
nant a` cette famille.
Proprie´te´ 3.12 (Pe´riodique) Un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) appartient a` la famille
de GVT pe´riodique si l’empreinte globale UG est connexe et ∀e ∈ E, ∀t ∈ T , ∃p ∈ T
tel que ∀k ∈ N, ρ(e, t+ kp) = ρ(e, t).
Pour plus de lisibilite´ et de simplicite´ de lecture les familles qui suivront sont
de´finies des GVT exprime´s par leur suite d’e´volutions 3.1 (V,E, SG, TG, ζ, φ). De plus,
pour ces familles on suppose que le temps de vie d’un GVT est discret.
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Figure 3.19 – Exemple d’un GVT pe´riodique (F12). Dans cet exemple la pe´riode est 10.
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Figure 3.20 – Exemple d’un GVT constamment connexe (F13).
F13 : Constamment connexe. Cette famille comprend tout graphe dynamique
ayant la proprie´te´ de rester a` tout instant connexe. La dynamique du re´seau dans
cette famille est libre de toute contrainte a` condition que le graphe reste connexe.
En d’autres termes, il est possible qu’une areˆte apparaisse un nombre fini de fois
durant la vie du graphe avant de disparaˆıtre a` jamais. Cette famille a e´te´ reprise
par [KMO11a] dans le cadre de l’e´tude du proble`me du consensus. La figure 3.20
illustre un graphe variant dans le temps appartenant a` cette famille, ou` le graphe reste
a` tout instant connexe. Des variantes de cette famille existent dans la litte´rature, a`
l’image de [DRm14] qui associe la proprie´te´ d’une connexion permanente a` l’hypothe`se
que l’empreinte du graphe est un cactus dans le cadre de l’exploration du graphe par
un agent.
Proprie´te´ 3.13 Un GVT G = (V,E, SG, TG, ζ, φ) appartient a` la famille de GVT
constamment connexe si ∀gi ∈ SG, gi est connexe.
F14 : T-intervalle connexe. Cette famille constitue un cas particulier de la famille
constamment connexe (F13). En effet, il existe un graphe partiel connexe g′ pour
chaque graphe gi de SG qui peut se maintenir durant une pe´riode T . Notez qu’un 1-
intervalle connexe graphe est e´quivalent a` un graphe de la famille F13. Cette famille fut
introduite par [KLO10] dans le cadre de l’e´tude de proble`mes tels que le comptage,
la circulation de jeton et la re´solution de fonction dont l’entre´e est e´parpille´e sur
l’ensemble des sommets. D’autres de´rive´s de cette famille ont vu le jour dans [IW13]
dans le cadre de l’exploration de re´seaux par des agents. Les auteurs ont regroupe´
la particularite´ d’un T-intervalle graphe avec la proprie´te´ de re´currence des areˆtes
d’un graphe sous l’hypothe`se que l’empreinte globale est un anneau dans le cadre de
l’exploration de re´seaux par des agents.
La figure 3.21 illustre un graphe dynamique T-intervalle connexe.
Proprie´te´ 3.14 Un GVT G = (V,E, SG, TG, ζ, φ) appartient a` la famille de GVT T-
intervalle connexe ou` T ∈ N si pour tout i ∈ N, il existe un graphe partiel connexe g′
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Figure 3.21 – Cette figure illustre un exemple de GVT T-intervalle connexe (F14) ou` T=2.
On peut constater notamment que le meˆme graphe partiel connexe est main-
tenant durant 2 unite´s de temps ce qui fait de ce graphe un graphe 2-intervalle
connexe.
Figure 3.22 – Cette figure illustre un GVT connexe par moment. Dans cet exemple, les
pointille´s repre´sentent une dure´e ale´atoire finie mais non borne´e ou` des
e´ve´nements topologiques peuvent se produire (par exemple il se peut que
tous les liens de communications disparaissent). On peut notamment consta-
ter dans cette figure que pour tout instant il existe toujours une date future
ou` le graphe est connexe.
de UG tel que ∀j ∈ [i, i+ T − 1), g′ est un graphe partiel de gj.
F15 : connexe par moment Cette famille comprend l’ensemble des graphes dy-
namiques ayant la proprie´te´ qu’il existera toujours une date ou` l’empreinte globale
G sera connexe. Cette famille peut repre´senter par exemple des re´seaux dynamiques
qui peuvent subir des pertes de connexions occasionnelles et passage`res. On peut re-
trouver cette famille dans les travaux [RBK07] ou` il est de´signe´ par re´seau dynamique
finalement connexe. La figure 3.22 illustre un GVT de cette famille.
Proprie´te´ 3.15 Un GVT G = (V,E, SG, TG, ζ, φ) appartient a` la famille de GVT
connexe par moment si ∀i ∈ TG, ∃j ∈ TG : j ≥ i, gj est connexe.
F16 : Chemin par moment Cette famille est l’ensemble des graphes dynamiques,
tel que partant d’un instant quelconque i, pour toute paire de sommets (p, q) ∈ V 2 il
existe toujours une date dans la vie du graphe j ≥ i ou` un chemin existe entre p et
q. La particularite´ de la famille F16 par rapport a` la famille F15 est que ces chemins
peuvent apparaˆıtre a` diffe´rentes dates pour chaque paire de sommets diffe´rents.
Dans [RBK07], trois types de re´seaux mobiles ad-hoc connexes sont conside´re´s
afin d’e´tudier la faisabilite´ de protocole de routage, ces re´seaux correspondent aux fa-
milles F8, F15 et F16. Les auteurs de´montrent que dans les familles F15 et F16, les
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Figure 3.23 – Cette figure illustre un GVT dote´ de chemin par moment. Dans cet exemple,
les pointille´s repre´sentent une dure´e ale´atoire finie mais non borne´e ou` des
e´ve´nements topologiques peuvent se produire (par exemple il se peut que tous
les liens de communications disparaissent). On peut notamment constater
que pour tout instant il existe toujours une date future ou` il existe un chemin
entre tout couple de sommets.
protocoles de routage tole´rant aux fautes transitoires dues aux changements topolo-
giques finissent par fonctionner.
La figure 3.23 illustre un graphe de cette famille.
Proprie´te´ 3.16 Un GVT G = (V,E, SG, TG, ζ, φ) appartient a` la famille de GVT
avec des chemins par moment si ∀(p, q) ∈ V 2, ∀i ∈ TG, ∃j ∈ TG, j ≥ i, tel qu’il existe
un chemin de p vers q dans gj.
F17 : Une clique temporelle re´currente Cette famille regroupe les graphes
dynamiques de la famille F10 dont l’empreinte globale est une clique. Cette famille
est une restriction de la famille des graphes avec re´currence des areˆtes F9, ou` il est
suppose´ que l’empreinte globale est un graphe complet.
La figure 3.24 illustre l’empreinte d’un graphe de la famille F17.
Proprie´te´ 3.17 Un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) appartient a` la famille de GVT clique
a` re´currence des areˆtes si ∀e ∈ E, ∀t ∈ T , ∃t′ > t : ρ(e, t′) = 1.
3.3 Mode`le de communication et de calcul
Un syste`me distribue´ peut eˆtre de´crit sous diffe´rentes hypothe`ses de commu-
nication et de calcul. Ces mode`les se distinguent par leur niveau d’atomicite´. L’ato-
micite´ de´pend de l’action qui est permise au cours d’une seule e´tape indivisible. Ci
dessous quelques exemples classiques de mode`les de communications (par ordre crois-
sant d’atomicite´) :
1. Mode`le a` passage de messages [Tel00] : Ce mode`le est un mode`le classique
et tre`s re´pandu de communication pour les syste`mes distribue´s. Dans ce
mode`le, les sommets communiquent par le biais d’e´change de messages
a` travers des canaux de communications. De telle sorte que durant une
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Figure 3.24 – Cette figure illustre un exemple de GVT appartenant a` la famille de clique
temporelle re´currente. Nous pouvons constater dans cet exemple que toutes
les areˆtes sont re´currentes infiniment souvent dans le temps en plus d’eˆtre
pe´riodiques. Ce qui fait de ce GVT un cas particulier de GVT de la famille
de clique temporelle re´currente
F9
F10
F16
F17
F11F12
F15 F13 F14F2 F7F1
Figure 3.25 – Relation d’inclusion entre diffe´rentes familles de graphes variant dans le
temps.
56 CHAPITRE 3. MODE`LE
e´tape atomique, un processus peut envoyer un message a` l’un de ses voisins
ou recevoir un message de la part d’un de ses voisins mais pas les deux
simultane´ment. Une illustration du mode`le a` passage de messages est dans
la figure 3.26(a).
2. Mode`le a` registre partage´ [Lam86] : Dans ce mode`le, les diffe´rents pro-
cessus souhaitant communiquer partagent une variable commune de telle
sorte que seulement deux ope´rations sont autorise´es par les processus sur
cette variable. L’e´criture qui permet de modifier la valeur de la variable
par un processus et la lecture qui retourne la valeur de la variable au
processus l’invoquant. Les processus souhaitant e´mettre une information
essayent d’acce´der en e´criture au registre quand les processus re´cepteur
de l’information y acce`de en lecture. En ge´ne´ral, l’acce`s a` la variable en
e´criture est exclusif a` un certains nombre de processus a` la fois (c¸a peut
eˆtre un a` la fois). Ce mode`le de registre partage´ est illustre´ dans la figure
3.26(c).
3. Mode`le a` e´tat [Dij74] : Dans ce mode`le, on suppose que chaque processus a
une ressource me´moire qu’il partage avec l’ensemble de ses voisins. Cette
ressource est accessible uniquement en lecture par les voisins. Dans ce
mode`le, on suppose qu’en une seule e´tape atomique un processus peut lire
l’ensemble des e´tats de ses voisins et mettre a` jour son propre e´tat. Ce
mode`le est illustre´ dans la figure 3.26(d).
4. Mode`le a` registre [DIM93] : Dans ce mode`le, les sommets partagent leurs
informations a` travers des registres qui peuvent eˆtre lus par les voisins.
Par conse´quent, chaque processus a autant de registres que de voisins. En
une e´tape atomique, un processus peut lire le registre d’un seul de ses
voisins ou mettre a` jour son propre registre. Cependant il ne peut faire
les deux conjointement. De plus, chaque registre peut eˆtre lu par un seul
voisin par e´tape. Ce mode`le est illustre´ dans la figure 3.26(b).
Dans cette the`se nous utiliserons uniquement le mode`le a` passage de messages. Ce
mode`le est le plus re´aliste des trois mode`les e´tant donne´ que dans la re´alite´ les e´changes
d’informations se font a` travers des messages. Il existe cependant divers variantes de ce
mode`le (voir [Lyn96] par exemple) en fonction des hypothe`ses faites sur les proprie´te´s
des canaux de communications.
Les principales hypothe`ses courantes sont les suivantes :
1. les canaux de communications peuvent-eˆtre synchrones ou asynchrones, a`
savoir si le temps de transfert d’un message dans un canal de communi-
cation est borne´ ou non.
2. les canaux de communications sont fiables ou non. En d’autres termes
chaque message envoye´ est assure´ d’eˆtre de´livre´ ou a` l’inverse des pertes
peuvent se produire.
3. la capacite´ de chaque canal de communication est borne´e ou non, (c’est-
a`-dire, le nombre de messages distincts que peut accueillir chaque canal
de communication est borne´ ou non).
4. le canal de communication est FIFO (Fisrt In-First Out : le premier mes-
sage entrant est le premier a` sortir) ou non, c’est-a`-dire que soit il ne peut
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Figure 3.26 – Mode`les de communication. Chaque couleur repre´sente une e´tape atomique
diffe´rente.
y avoir de de´passement entre les messages et un message sortant est tou-
jours plus ancien que l’ensemble des messages qui re´sident encore dans le
canal de communication, ou les de´passements sont permis et aucun ordre
n’est de´fini.
Dans cette the`se nous supposons un mode`le de passage de messages satisfaisant les
proprie´te´s suivantes :
1. les canaux de communications sont asynchrones (il n’existe aucune borne
pour le temps de livraison des messages dans les canaux)
2. nous supposons que les liens de communications sont fiables. A` savoir
qu’un message ne peut eˆtre perdu par un canal de communication tant
que ce dernier est pre´sent.
3. nous conside´rons que la capacite´ des canaux de communications est borne´e
par un entier strictement positif x (au plus x messages peuvent eˆtre ac-
cueillis par un canal de communication)
4. finalement nous e´mettons l’hypothe`se que les canaux de communications
sont FIFOs. (premier entrant premier sortant), c’est-a`-dire qu’il ne peut
y avoir de de´passement entre les messages et un message sortant est tou-
jours plus ancien que l’ensemble des messages qui re´sident encore dans le
canal de communication. Cependant si un canal disparaˆıt l’ensemble des
messages qu’il contenait est perdu.
Nous utilisons les GVT pour de´crire les capacite´s de communications d’un
syste`me distribue´. Nous conside´rons un syste`me distribue´ dynamique compose´ de n
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processus de´sormais nomme´s indiffe´remment par sommets, nœuds ou unite´ de calcul.
L’ensemble des unite´s de calcul du syste`me distribue´ est repre´sente´ par l’ensemble
V d’un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ). Nous supposons que chaque sommet de V a une
me´moire locale, un algorithme de´terministe se´quentiel local et est dote´ de capacite´
de communication comme le veut un syste`me distribue´. Nous conside´rons l’hypothe`se
que chaque sommet a un identifiant unique. Par ailleurs, e´tant donne´s deux sommets
distincts p et q ayant pour identifiant respectivement idp et idq, on a soit idp > idq
soit idq > idp.
L’ensemble E quand a` lui repre´sente l’ensemble des liens de communications
entre des paires de processus. Un lien de communication de´sormais sera de´signe´ in-
diffe´remment par areˆte ou relation. Une paire de sommets p et q de V 2 sont conside´re´s
comme des voisins a` partir du moment ou {p, q} ∈ E. Nous utilisons la notation Np
pour de´signer l’ensemble des voisins du sommet p, c’est-a`-dire, l’ensemble des sommets
q|{p, q} ∈ E. Nous supposons que l’intersection entre deux areˆtes e, e′ ∈ E2 donne
l’ensemble des sommets qu’elles partagent comme extre´mite´.
Nous e´mettons l’hypothe`se que les processus communiquent en utilisant le
mode`le de passage de messages (voir 3.3 pour le mode`le de passage de messages).
La pre´sence d’une relation entre deux processus p et q a` un instant t implique que
le processus p respectivement q peut envoyer un message a` l’instant t au processus q
respectivement au processus p. Nous e´mettons l’hypothe`se que notre syste`me distribue´
est asynchrone, a` savoir qu’aucune paire de processus n’a acce`s a` un quelconque
pe´riphe´rique partage´ qui permettrait de synchroniser leur vitesse d’exe´cution. De plus,
a` aucun moment les processus n’ont acce`s a` la valeur de la fonction de latence des
areˆtes ζ, les processus ne peuvent par conse´quent pas connaˆıtre la latence des canaux
de communications ni pre´dire une borne sur le retard d’un message. De meˆme pour
la fonction de latence des sommets φ, pour laquelle il n’existe pas de borne connue
des sommets.
Notez que la capacite´ d’un sommet a` envoyer un message a` un autre sommet
a` un moment donne´ ne signifie pas que ce message sera de´livre´. En effet la dynamique
du re´seau peut induire a` ce que le lien entre les deux sommets disparaisse avant la
re´ception du message conduisant ainsi a` sa perte.
Comme dans [CFMS15], nous faisons l’hypothe`se que la pre´sence et l’absence
des liens de communications sont de´tecte´es instantane´ment par les deux sommets
extre´mite´s du lien. Nous supposons que notre syste`me fournit a` chaque processus
une primitive de communication non bloquante nomme´e Send retry [CFMS15] qui
garantit la proprie´te´ suivante : quand un processus p invoque Send retry(m, q) (ou`
m est un message arbitraire et q un autre processus de V ) a` un moment donne´ t, la
primitive de´livre le message m au processus q en un temps fini a` condition qu’il existe
un temps t′ ≥ t tel que l’areˆte {p, q} est pre´sente (voir la de´finition pour la pre´sence
d’une areˆte). En d’autres termes, la remise du message est assure´e, apre`s l’appel de
la primitive Send retry, s’il y a une disponibilite´ de l’areˆte qui dure suffisamment
longtemps pour surmonter le de´lai de communication de l’areˆte a` cet instant. Notez
que cette primitive peut ne jamais de´livrer un message. En effet, si l’areˆte utilise´e
pour l’envoi du message ne re´apparaˆıt plus jamais apre`s l’invocation de la primitive,
alors le message ne sera jamais de´livre´. L’avantage que nous procure cette primitive
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est l’abstraction par rapport aux changements topologiques et aux communications
asynchrones pour e´crire des algorithmes de haut niveau.
Dans le cadre du mode`le a` passage de messages l’e´tat du processus est de´fini
par la valeur de ses variables locales. L’e´tat des processus et des liens de communi-
cations du graphe G a` un instant donne´ de´finissent une configuration. Formellement,
e´tant donne´ un graphe variant dans le temps G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) une configuration
de G est un vecteur de n+2 e´le´ments (gi,Mi, p1, p2, . . . , pn) ou` gi est un graphe statique
qui appartient a` la suite d’e´volutions de G (Voir 3.1 page 36 pour la de´finition de la
suite d’e´volutions d’un GVT ), ou` Mi est l’ensemble de multi-ensembles des messages
que transporte chaque lien de communication Ei et ou` p1 jusqu’a` pn repre´sentent les
e´tats des n processus de V . Nous supposons qu’un processus p retourne une valeur v
dans une configuration γ si l’une de ses variables (appele´e variable de sortie/retour)
a la valeur v dans γ.
Exe´cution Une exe´cution d’un syste`me distribue´ mode´lise´ par un graphe variant
dans le temps G est une suite de configurations E = γ0, . . . , γk, γk+1, . . . telle que
pour chaque k ≥ 0 une e´tape d’exe´cution (γk, γk+1), correspond a` l’un des e´ve´nements
suivant : (i) gk 6= gk+1, ou bien (ii) au moins un processus rec¸oit un message d’un
voisin ou envoie un message a` un voisin ou exe´cute quelques instructions internes
qui changent son e´tat. L’algorithme exe´cute´ sur G repre´sente l’ensemble de toutes les
actions internes autorise´es par les sommets (en fonction de leur e´tat courant ou des
e´ve´nements externes a` l’image de la re´ception d’un message, ou l’expiration d’un de´lai
d’attente) au cours d’une exe´cution dans G.
Nous e´mettons l’hypothe`se que pendant toutes les e´tapes (γk, γk+1) d’une
exe´cution, si gk 6= gk+1 alors pour chaque areˆte e ou` e ∈ Ek et e /∈ Ek+1 (c’est-
a`-dire, e disparaˆıt pendant l’e´tape (γk, γk+1), plus aucun message transporte´ par e
n’appartient a` Mk+1. Cela signifie, la perte de tous les messages que transporte un
lien de communication lors de sa disparition.
Nous supposons aussi que, pour toute areˆte e, si e ∈ Ek+1 et e /∈ Ek (c’est-
a`-dire que l’areˆte e apparaˆıt lors de l’e´tape (γk, γk+1)), alors e ne contient aucun
message dans la configuration γk+1. En d’autres termes, tout lien de communication
qui apparaˆıt est vide.
Dans le cadre de nos travaux, nous e´tudions des graphes dynamiques qui ont
un temps de vie non borne´. Nous nous sommes plus particulie`rement inte´resse´s a` la
famille de graphes connecte´s a` travers le temps que l’on notera CT T . Rappelons que
dans un tel GVT , il existe toujours un trajet entre toute paire de processus de V ce qui
donne a` tout processus p ∈ V la possibilite´ d’envoyer un message vers un processus
q ∈ V si la primitive send retry est utilise´e par chaque processus interme´diaire dans
ce trajet. Par de´finition, un GVT qui appartient a` CT T a un temps de vie infini.
Nous supposons que tout processus ne connaˆıt pas les trajets qui le lie avec les autres
processus du graphe. De ce fait, la famille CT T nous permet de capturer un re´seau
hautement dynamique e´tant donne´e qu’aucune autre hypothe`se supple´mentaire n’est
de´finie (tels que des de´lais sur l’apparition des areˆtes, ou sur des chemins utilise´s par
le passe´) hormis l’existence de chemins temporels dans tout futur entre toute paire de
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processus.
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Dans ce chapitre, nous e´tudions la spe´cification des proble`mes distribue´s dans
un syste`me dynamique. En effet, l’e´volution des mode`les de syste`mes distribue´s s’est
dirige´e progressivement vers des graphes qui prennent de plus en plus en compte
la dynamique des e´le´ments d’un syste`me. Cela rend les spe´cifications traditionnelles
(c’est-a`-dire, celles de´finies dans un environnement statique) non adapte´es voire in-
correctes.
Les syste`mes dynamiques peuvent apporter des proble`mes qui n’existent pas
dans les syste`mes statiques. Par conse´quent, il faut les de´finir. Les proble`mes de calcul
de l’empreinte globale et de l’empreinte ultime tombent dans cette cate´gorie (voir la
section 4.1).
Ensuite, nous allons discuter des proble`mes de couverture. Dans un graphe
g = (V,E), un proble`me de couverture est le proble`me du calcul d’un sous ensemble
de V ou de E ayant certaines proprie´te´s d’adjacence. Nous montrons que la de´finition
traditionnelle de ces proble`mes peut eˆtre inadapte´e dans un contexte dynamique
(Voir la section 4.2). Par conse´quent, il faut rede´finir le proble`me pour l’adapter a`
la dynamique du syste`me. Ne´anmoins, il existe plusieurs me´thodes pour rede´finir les
proble`mes de couverture [CMM11]. Nous allons donc pre´senter les diffe´rents travaux
de la litte´rature qui rede´finissent les proble`mes de couverture pour les syste`mes dyna-
miques (Voir la section 4.3). Nous pre´sentons l’approche permanente dans laquelle la
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spe´cification impose de calculer une solution unique mais correcte a` tout instant. L’ap-
proche e´volutive consiste a` calculer une nouvelle solution a` chaque e´tape d’e´volution
du GVT dans le temps. Enfin, l’approche temporelle requiert le calcul d’une solu-
tion unique calcule´e sur l’empreinte globale du GVT . Nous pre´sentons ces diffe´rentes
approches sur les deux exemples suivant : le calcul de l’ensemble dominant et du
couplage.
Apre`s avoir pre´sente´ les de´fauts de ces diffe´rentes approches dans le mode`le
que nous e´tudions, nous introduisons dans la section 4.4 une nouvelle approche (dite
ultime) que nous jugeons plus adapte´e aux graphes hautement dynamiques de la
famille CT T . A` titre d’exemple, nous spe´cifions les proble`mes de couplage maximal
et de l’ensemble dominant minimal selon cette approche.
Nous cloˆturerons par une discussion concernant les points faibles de cette nou-
velle approche. Nous e´voquons notamment l’impossibilite´ de satisfaire la spe´cification
de certains proble`mes sur la famille CT T de GVT que nous aborderons dans le cha-
pitre 5.
4.1 Calculs d’empreintes
Dans cette section, nous spe´cifions les proble`mes du calcul de l’empreinte glo-
bale et ultime dans un syste`me dynamique. Rappelons que l’empreinte globale d’un
GVT (voir la de´finition 3.2, page 36 pour l’empreinte globale) est le graphe statique
comprenant l’ensemble des sommets du GVT et l’ensemble des liens de communica-
tion qui sont pre´sents au moins une fois durant du GVT . En particulier, les areˆtes
voue´es a` disparaˆıtre sont incluses dans l’ensemble des areˆtes de cette empreinte glo-
bale. L’empreinte ultime d’un GVT est le graphe statique compose´ de l’ensemble des
sommets du GVT et des areˆtes qui sont infiniment souvent pre´sentes dans le GVT .
Calcul de l’empreinte globale. De manie`re intuitive, le proble`me du calcul de
l’empreinte globale consiste, pour chaque processus, a` construire une copie locale de
l’empreinte globale du GVT . Formellement, nous pouvons spe´cifier le proble`me de la
manie`re suivante.
Spe´cification 4.1 (Proble`me du calcul de l’empreinte globale) Un algo-
rithme de´terministe A satisfait la spe´cification du calcul de l’empreinte globale pour
une famille de graphes variant dans le temps C si toute exe´cution E = γ0, γ1, ... de
A sur tout graphe variant dans le temps G de C a un suffixe Ei = γk, γk+1, ... tel que
chaque processus fournit en sortie l’empreinte globale de G pour toute configuration
de Ei.
Calcul de l’empreinte ultime. De manie`re analogue, le proble`me du calcul de
l’empreinte ultime revient, pour chaque processus, a` construire une copie locale de
l’empreinte ultime du GVT . Formellement, nous pouvons spe´cifier le proble`me de la
manie`re suivante.
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Spe´cification 4.2 (Proble`me du calcul de l’empreinte ultime) Un algorithme
de´terministe A satisfait la spe´cification du calcul de l’empreinte ultime pour une fa-
mille de graphes variant dans le temps C si toute exe´cution E = γ0, γ1, ... de A sur
tout graphe variant dans le temps G de C a un suffixe Ei = γk, γk+1, ... tel que chaque
processus fournit en sortie l’empreinte ultime de G pour toute configuration de Ei.
4.2 Ensemble dominant et couplage
Avant d’aborder les diffe´rentes approches qui peuvent-eˆtre utilise´es pour
rede´finir les proble`mes dans les syste`mes dynamiques, nous rappelons la de´finition
de deux proble`mes tre`s e´tudie´s en the´orie des graphes : a` savoir l’ensemble dominant
et le couplage.
Ces deux proble`mes serviront d’exemple et seront reformule´s au fur et a` me-
sure selon les crite`res des approches de rede´finition que nous pre´sentons dans la sec-
tion 4.3 et 4.4.
Couplage. En the´orie des graphes, un couplage est un ensemble d’areˆtes (de couples
de sommets voisins) qui n’ont pas de sommets en commun. Le couplage peut ser-
vir a` re´soudre bon nombre de proble`mes. L’une des applications possibles consiste a`
re´pondre a` un proble`me d’affectation de taˆches aux ouvriers, ou` par exemple il faut
affecter une taˆche par ouvrier. On peut aussi se servir du couplage pour re´soudre
des proble`mes complexes comme le voyageur de commerce de manie`re approxima-
tive [Chr76].
De´finition 4.1 (Couplage) Un couplage M dans un graphe g = (V,E) est un
ensemble d’areˆtes deux a` deux non adjacentes, c’est-a`-dire, M ⊆ E et ∀(e1, e2) ∈
M2, e1 6= e2 ⇒ e1 ∩ e2 = ∅.
Un couplage maximal dans un graphe g = (V,E) est un couplage M de g
tel que, pour toute areˆte e ∈ E qui n’est pas dans M , M ∪ {e} n’est pas un couplage
de g.
La figure 4.1 pre´sente une illustration de ces de´finitions.
Ensemble dominant. Un ensemble dominant d’un graphe g = (V,E) est un en-
semble de sommets (appele´ dominants ou sommets dominants) tel que tout sommet
non dominant a un voisin dominant. Une des applications possibles de l’ensemble do-
minant dans le domaine des re´seaux est la construction de cluster. En effet, l’une des
me´thodes possibles pour choisir les teˆtes de cluster d’un re´seau consiste a` construire
un ensemble dominant et a` prendre les sommets dominants comme teˆtes de cluster.
De´finition 4.2 (Ensemble dominant) Un ensemble dominant d’un graphe sta-
tique g = (V,E) est un sous ensemble de sommets D de V de telle sorte que tout
sommet n’appartenant pas a` D est voisin d’au moins un sommet de D.
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Figure 4.1 – Dans cet exemple les areˆtes en gras repre´sentent les areˆtes du couplage. La fi-
gure 4.1(a) illustre un couplageM1 = {1, 3, 4} qui n’est pas maximal (puisqu’il
existe un couplage M2 = {1, 2, 3, 4} qui contient une areˆte supple´mentaire tel
que M1 ⊂M2), tandis que la figure 4.1(b) illustre un couplage maximal.
(a) (b)
1
2 3
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Figure 4.2 – Dans cet exemple, les sommets pleins repre´sentent les sommets dominants
tandis que les sommets non pleins repre´sentent les sommets domine´s. La fi-
gure 4.2(a) illustre un ensemble dominantm1 = {1, 2, 3} qui n’est pas minimal
puisque l’ensemble m2 = {2, 3} est un ensemble dominant et m2 ⊂ m1. La
figure 4.2(b) illustre un ensemble dominant minimal m3 = {1, 4, 5} puisqu’il
n’existe pas de sous-ensemble strict de m3 qui soit un ensemble dominant.
Un ensemble dominant minimal d’un graphe statique g = (V,E) est un
ensemble dominant D de g tel qu’il n’existe pas de sous ensemble strict de D qui soit
un ensemble dominant de g.
La figure 4.2 correspond a` une illustration d’un ensemble dominant minimal et non
minimal.
4.3 Approches temporelles, e´volutives et perma-
nentes
Dans un contexte dynamique il devient ne´cessaire parfois, de rede´finir les
proble`mes traditionnels des graphes statiques. En effet, comme le prouvent les au-
teurs dans [CMM11], de´finie dans un cadre statique, la spe´cification d’un proble`me
traditionnel des graphes peut s’ave´rer eˆtre inadapte´e aux hypothe`ses de dynamique du
syste`me. La raison principale a` cela est qu’elle ne prend pas en compte les changements
topologiques.
Lorsqu’il s’agit d’envisager de rede´finir un proble`me pour l’adapter aux
syste`mes dynamiques il est tout a` fait naturel de se poser certaines questions [CMM11].
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Figure 4.3 – Pour le graphe de la figure 4.3(a), la figure 4.3(b) illustre un exemple de
graphe couvrant e´volutif ou` pour chaque e´volution du graphe dans le temps
une solution est calcule´e. La figure 4.3(c) correspond a` un graphe couvrant
permanent ou` une seule solution doit satisfaire toute la dynamique du syste`me.
Enfin, la figure 4.3(d) illustre un graphe couvrant temporel ou` le temps est
aplati de telle sorte que l’arbre propose´ est de´fini sur les areˆtes du syste`me
dans sa globalite´
Doit-on de´finir le proble`me de telle sorte qu’une solution unique soit en tout instant
vraie ? Ou doit-on re´soudre le proble`me de manie`re classique pour chaque e´volution du
syste`me ? Ou doit-on conside´rer l’e´volution du syste`me comme un tout afin de proposer
une solution qui se ve´rifie dans le temps sous certaines conditions ? De toute e´vidence,
cela de´pend de l’importance des changements topologiques, de leurs fre´quences et de
ce que peut tole´rer comme inexactitude l’application exe´cute´e dans cet environnement.
La figure 4.3 correspond a` une illustration, dans un cadre dynamique, du proble`me
de l’arbre couvrant de´fini sous diffe´rentes approches.
4.3.1 Approche permanente
L’ide´e de cette approche consiste a` de´finir le proble`me de telle sorte que la
solution recherche´e est vraie dans un GVT a` tout instant.
Dans ce qui suit, nous allons rede´finir le proble`me de l’ensemble dominant et
le proble`me du couplage selon l’approche permanente.
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Figure 4.4 – Ensemble dominant permanent. Dans cet exemple, la figure 4.4(a) illustre un
GVT G ou` ζ et φ sont e´gales a` 0. La figure 4.4(a’) correspond a` l’illustra-
tion de G par sa suite d’e´volutions. Les sommets pleins de la figure 4.4(b)
correspondent aux sommets appartenant a` l’ensemble dominant permanent.
Ensemble dominant permanent L’approche permanente applique´e au proble`me
de l’ensemble dominant revient a` chercher un ensemble dominant unique de´fini comme
suite :
De´finition 4.3 Un ensemble dominant permanent d’un GVT G =
(V,E, SG, TG, ζ, φ) est un ensemble D ⊆ V tel que D est un ensemble dominant de
tout graphe de la suite SG.
La figure 4.4 illustre un exemple d’un ensemble dominant permanent sur un GVT .
Couplage permanent L’approche permanente applique´e au proble`me du couplage
de´bouche sur la de´finition suivante :
De´finition 4.4 Un couplage permanent d’un GVT G = (V,E, SG, TG, ζ, φ) est un
ensemble d’areˆtes M ∈ E tel que M est un couplage de tout graphe de la suite SG.
La figure 4.5 illustre un exemple d’un couplage permanent sur un GVT .
Points faibles de l’approche permanente. La pertinence et meˆme la possibilite´
de re´soudre un proble`me donne´ rede´fini par l’approche permanente de´pend des com-
posantes qui sont connexes a` tout instant sur le GVT . En effet, selon la dynamique
du syste`me les deux proble`mes suivants peuvent apparaˆıtre :
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Figure 4.5 – Dans cet exemple, la figure 4.5(b) illustre la suite d’e´volutions du GVT de la
figure 4.5(a) sous l’hypothe`se que les latences ζ et φ sont e´gales a` 0. Les areˆtes
en gras dans la figure 4.5(c) repre´sentent le couplage permanent.
— la solution obtenue est difficilement exploitable comme illustre´ par l’en-
semble dominant permanent de la figure 4.6 ;
— ou l’inexistence de solution au proble`me, comme l’illustre la figure 4.7
pour le proble`me du couplage.
4.3.2 Approche e´volutive
L’approche e´volutive est la plus utilise´e dans la litte´rature lorsqu’il s’agit de
rede´finir la spe´cification de proble`mes pour des syste`mes dynamiques. L’ide´e derrie`re
cette approche est assez simple. Elle consiste a` conside´rer chaque e´volution du GVT
comme une suite de graphes statiques. Pour un proble`me donne´, l’approche e´volutive
consistera a` calculer un nouvelle solution pour chaque nouveau graphe statique de
cette suite.
Il est important de noter que la solution sera probablement diffe´rente pour
chaque graphe. Cette approche est donc une approche de maintenance e´tant donne´ que
l’on recalcule (probablement) une nouvelle solution a` chaque changement topologique.
Dans ce qui suit on conside`re la repre´sentation des graphes variant dans le
temps par leur suite d’e´volutions G = (V,E, SG, TG, ζ, φ) qui refle`te l’e´volution au
cours du temps par une suite de graphes statiques SG (voir 3.1 page 36 pour la suite
d’e´volutions d’un GVT ).
Nous illustrons dans la suite cette approche avec le proble`me de l’ensemble
dominant et le proble`me du couplage.
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Figure 4.6 – L’unique solution pour re´soudre le proble`me de l’ensemble dominant par l’ap-
proche permanente dans le GVT de la figure 4.6(a) est de prendre presque
tous les sommets du GVT dans l’ensemble dominant. De manie`re ge´ne´rale,
dans un GVT de la famille CT T si toute areˆte disparaˆıt au moins une fois
durant la vie du GVT alors l’ensemble dominant permanent est l’ensemble
des sommets du GVT .
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Figure 4.7 – Dans cet exemple, la figure 4.7(b) illustre la suite d’e´volutions du GVT de la
figure 4.5(a) sous l’hypothe`se que les latences ζ et φ sont e´gales a` 0. Nous
constatons que sur ce GVT il n’existe pas de couplage permanent (aucune
des areˆtes du GVT n’est pre´sente a` tout moment pour permettre un couplage
permanent).
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Figure 4.8 – La figure 4.4(a) repre´sente un GVT G ou` ζ et φ sont e´gales a` 0. La fi-
gure 4.4(b) correspond a` l’illustration de G par sa suite d’e´volutions. Les
sommets pleins correspondent aux sommets appartenant a` un ensemble domi-
nant. Par conse´quent, par les sommets pleins, la suite (Di) de la figure 4.8(b)
illustre un ensemble dominant e´volutif du GVT G.
Ensemble dominant e´volutif. Les ensembles dominants e´volutifs repre´sentent
l’approche la plus fre´quente dans la litte´rature de`s lors qu’il s’agit d’adapter la
de´finition d’un proble`me a` un syste`me dynamique. L’ensemble dominant e´volutif est
une suite d’ensemble de sommets {Mi} de telle sorte que chaque ensemble de sommets
de la suite correspond a` un ensemble dominant pour chaque graphe (statique) de la
suite d’e´volutions SG.
De´finition 4.5 Un ensemble dominant e´volutif d’un GVT G =
(V,E, SG, TG, ζ, φ) est une suite D1, D2, ..., Di ou` Di est un ensemble dominant
de gi pour tout i ∈ N.
Un ensemble dominant minimal e´volutif d’un GVT G =
(V,E, SG, TG, ζ, φ) est la suite DE = D1, D2, ..., Di ou` Di est un ensemble dominant
minimal de gi pour tout i ∈ N.
Il existe des de´finitions qui ajoutent des contraintes supple´mentaires a` l’ap-
proche e´volutive. Par exemple, [CKZ04, CKZ05] introduit le h-ensemble dominant
comme un ensemble dominant e´volutif tel que chaque ensemble dominant de la suite
est valable pendant au moins une dure´e h.
La figure 4.8 illustre un exemple d’un ensemble dominant e´volutif dans un
GVT .
Couplage e´volutif. Dans le meˆme esprit, on peut rede´finir le couplage selon l’ap-
proche e´volutive.
De´finition 4.6 Un couplage e´volutif d’un GVT G = (V,E, SG, TG, ζ, φ) est une
suite M1,M2, ...,Mi, ... ou` Mi est couplage de gi pour tout i ∈ N.
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Figure 4.9 – Sur cet exemple, la figure 4.4(a) repre´sente un GVT G ou` ζ et φ sont e´gales a`
0. Les graphes de la figure 4.4(b) correspondent a` la repre´sentation de G par
sa suite d’e´volutions. L’ensemble d’areˆtes en gras est un couplage de chaque
gi. La suite (Mi) est un couplage e´volutif de G.
Un couplage e´volutif maximal d’un GVT G = (V,E, SG, TG, ζ, φ) est la
suite ME =M1,M2, ...,Mi, ... ou` Mi est un couplage maximal de gi pour tout i ∈ N.
La figure 4.9 illustre un exemple d’un couplage e´volutif sur un GVT .
Points faibles de l’approche e´volutive. On peut reprocher a` l’approche e´volutive
les deux points suivants. Premie`rement, la qualite´ de la solution obtenue est tre`s
de´pendante de la fre´quence et de l’importance des changements topologiques du
syste`me. En effet, si les changements topologiques sont importants et suivent une
cadence trop e´leve´e, alors il est possible que l’algorithme qui doit construire ou main-
tenir la solution n’ait pas le temps ne´cessaire de le faire avant un nouveau changement
topologique.
Deuxie`mement, cette approche n’est adapte´e que lorsque le GVT est souvent
connexe. En effet, si on essaye d’appliquer cette approche sur un proble`me dans un
contexte de GVT faiblement connexe (c’est-a`-dire, un GVT avec tre`s peu de compo-
santes connexes a` tout instant), la solution calcule´e peut eˆtre d’une utilite´ restreinte
comme l’illustre l’exemple de l’ensemble dominant e´volutif de la figure 4.10.
4.3.3 Approche temporelle
L’ide´e ge´ne´rale derrie`re cette approche est de conside´rer l’e´volution du graphe
dans son ensemble en conside´rant son empreinte globale comme support sur lequel les
de´finitions doivent eˆtre adapte´es. En d’autres termes, un algorithme suivant l’approche
temporelle calcule une solution au proble`me sur l’empreinte globale du GVT sur lequel
il s’exe´cute.
L’approche temporelle partage un point en commun avec l’approche perma-
nente. En effet, dans ces deux approches il s’agit de trouver une solution stable qui
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Figure 4.10 – Sur cet exemple, la figure 4.4(a) repre´sente un GVT pe´riodique faiblement
connexe G ou` ζ et φ sont e´gales a` 0. Les graphes de la figure 4.4(b) corres-
pondent a` la repre´sentation de G par sa suite d’e´volutions. La suite (Di) des
sommets pleins illustre un ensemble dominant e´volutif sur G. Comme G est
faiblement connexe l’ensemble dominant calcule´ a` chaque fois contient un
nombre important de sommets. La re´duction de l’ensemble des sommets V
induite par le calcul de l’ensemble dominant Di n’est pas importante (sou-
ventDi ≃ V ). Par conse´quent, l’utilite´ d’un ensemble dominant e´volutif dans
ces cas particuliers de GVT est limite´e.
ne change pas. La stabilite´ de la solution que propose l’approche temporelle est un
avantage (par rapport a` l’approche e´volutive).
Nous allons maintenant de´finir le proble`me de l’ensemble dominant et le
proble`me du couplage selon l’approche temporelle.
Ensemble dominant temporel Un ensemble dominant temporel d’un GVT est
un ensemble dominant sur l’empreinte globale du GVT .
De´finition 4.7 Dans un graphe variant dans le temps G, un ensemble D ⊆ V est un
ensemble dominant temporel de G si et seulement si D est un ensemble dominant
de l’empreinte globale UG de G.
Dans un graphe variant dans le temps G, un ensemble M ⊆ V est un ensemble
dominant minimal temporel de G si et seulement si M est un ensemble dominant
minimal de l’empreinte globale UG de G.
La figure 4.11 illustre l’exemple d’un ensemble dominant temporel sur un GVT .
couplage temporel Le couplage temporel est un couplage base´ sur l’e´volution du
graphe dans sa globalite´. L’approche temporelle applique´e sur le couplage conduit a`
la de´finition suivante :
De´finition 4.8 Un couplage temporel d’un GVT G est un ensemble d’areˆtes M ⊆
E tel que M est un couplage de l’empreinte globale UG de G.
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Figure 4.11 – Afin de souligner la diffe´rence entre les ensembles dominants temporels et
les ensembles dominants e´volutifs, nous prenons le meˆme GVT pour exemple
comme illustre´ par la figure 4.11(a). Le graphe de la figure 4.11(b) est l’em-
preinte globale de G. Dans la figure 4.11(b), les sommets pleins repre´sentent
les sommets appartenant a` un ensemble dominant minimal temporel D.
Un couplage maximal temporel d’un GVT G est un ensemble d’areˆtes M ⊆ E tel
que M est un couplage maximal de l’empreinte globale UG de G.
La figure 4.12 illustre un exemple de couplage temporel maximal sur un GVT .
Points faibles de l’approche temporelle. L’approche temporelle est souvent
utilise´e dans un contexte de GVT ou` les diffe´rents e´ve´nements topologiques sont
re´currents. Par conse´quent, cette approche n’est pas pertinente si l’e´volution du GVT
n’est pas connue a` l’avance ou si ce dernier contient des areˆtes voue´es a` disparaˆıtre.
En effet, en appliquant cette approche a` un proble`me sur la famille CT T de GVT ,
la solution calcule´e peut eˆtre sans inte´reˆt comme l’illustre l’exemple de la figure 4.14
pour le proble`me du couplage maximal temporel.
En effet, dans cette approche une structure couvrante est calcule´e sur la
base d’empreintes qui peuvent contenir des areˆtes voue´es a` disparaˆıtre. De ce fait,
l’hypothe`se sur laquelle est base´e cette approche qui consiste a` satisfaire une certaine
proprie´te´ a` travers des liens re´currents est fortement compromise puisqu’une solution
de´pendant de l’empreinte peut exploiter une areˆte voue´e a` disparaˆıtre.
4.4 Approche ultime
Les approches pre´ce´dentes comportent les limitations suivantes :
— une solution n’existe pas toujours avec l’approche permanente ;
— la solution calcule´e n’est pas stable avec l’approche e´volutive ;
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Figure 4.12 – Dans cet exemple, la figure 4.12(b) illustre l’empreinte globale du GVT de
la figure 4.12(a). Dans la figure 4.12(b), les areˆtes en gras repre´sentent les
areˆtes d’un couplage maximal temporel.
— la solution calcule´e comporte le risque d’eˆtre inutile ultimement avec l’ap-
proche temporelle.
A` travers l’approche ultime, nous souhaitions proposer une nouvelle approche qui ne
comporte pas ces proble`mes. L’intuition e´tait donc de proposer une approche dans
laquelle une solution :
— existe toujours
— est stable (c’est-a`-dire, une fois atteinte la solution calcule´e ne changera
pas),
— est utile ultimement (c’est-a`-dire, une solution satisfaite a` travers les
re´currences qu’il y a dans un GVT ).
Ensemble dominant ultime. Si on applique l’approche ultime au proble`me de
l’ensemble dominant, on obtient une de´finition dans laquelle l’ensemble dominant
calcule´ est stable et dans laquelle tout sommet de l’ensemble domine´ est infiniment
souvent voisin d’au moins un sommet de l’ensemble dominant. En effet, nous imposons
alors le calcul d’un ensemble dominant minimal de l’empreinte ultime du GVT .
De´finition 4.9 (Ensemble dominant minimal ultime) Un ensemble domi-
nant ultime d’un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) est un ensemble de sommets D ⊆ V
tel que D est un ensemble dominant de l’empreinte ultime UωG de G.
Un ensemble dominant minimal ultime d’un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) est
un ensemble de sommets D ⊆ V tel que D est un ensemble dominant minimal de
l’empreinte ultime UωG de G.
La figure 4.13 illustre la diffe´rence entre un ensemble dominant minimal ultime et
un ensemble dominant minimal temporel. Apre`s avoir de´fini l’ensemble dominant ul-
time, nous spe´cifions maintenant le proble`me de construction de l’ensemble dominant
minimal ultime comme suit :
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Figure 4.13 – Dans cet exemple, la figure 4.13(b) illustre l’empreinte ultime UωG du GVT G
de la figure 4.13(a). Dans les figures 4.13(c) les sommets pleins repre´sentent
les sommets appartenant a` un ensemble dominant minimal temporel Dt.
Tandis que les sommets pleins de la figures 4.13(d) de´finissent les sommets
appartenant a` un ensemble dominant minimal ultime Du de G. Notez que
lorsque l’empreinte ultime est connexe alors un ensemble dominant mini-
mal ultime est toujours un ensemble dominant minimal temporel et que la
re´ciproque n’est pas force´ment vrai.
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Spe´cification 4.3 (Construction de l’ensemble dominant minimal ultime)
Un algorithme de´terministe A satisfait la spe´cification de la construction d’un
ensemble dominant minimal ultime pour une famille C de GVT si toute exe´cution
E = γ0, γ1, ... de A sur tout graphe variant dans le temps G de C a un suffixe
Ei = γk, γk+1, ... pour un k ∈ N donne´ tel que tout processus fournit en sortie une
valeur boole´enne constante Ei de telle sorte que l’ensemble des processus fournissant
en sortie vrai est un ensemble dominant minimal ultime de G.
Couplage. Comme pour l’ensemble dominant, nous proposons ici la de´finition
re´sultante de l’application de l’approche ultime au couplage. Un couplage ultime est
stable et chaque areˆte de ce couplage est infiniment souvent pre´sente dans le GVT .
De´finition 4.10 (Couplage maximal ultime) Un couplage ultime dans un
GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) est un ensemble d’areˆtes M ⊆ E tel que M est un cou-
plage de l’empreinte ultime UωG de G. Un couplage maximal ultime dans un GVT
G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) est un ensemble d’areˆtes M ⊆ E tel que M est un couplage
maximal de l’empreinte ultime UωG de G.
La figure 4.14 illustre la diffe´rence entre un couplage maximal ultime et un couplage
maximal temporel. Maintenant que nous avons de´fini le couplage par l’approche ul-
time, nous spe´cifions le proble`me de construction du couplage maximal ultime comme
suit :
Spe´cification 4.4 (Construction du couplage maximal ultime) Un algo-
rithme de´terministe A satisfait la spe´cification de construction d’un couplage
maximal ultime pour une famille C de GVT si chaque exe´cution E = γ0, γ1, ... de A
sur tout GVT G de C a un suffixe Ei = γk, γk+1, ... pour un k ∈ N donne´ tel que tout
processus fournit en sortie une valeur boole´enne constante sur Ei de telle sorte que
l’ensemble des processus fournissant en sortie vrai est un couplage maximal ultime de
G.
Point faible d’une approche ultime. Bien que cette approche comble les points
faibles des autres approches, a` savoir que cette approche est compatible avec un GVT
sous hypothe`se faible de connexite´ admettant des areˆtes voue´es a` disparaˆıtre et sur
lequel les changements topologiques sont fre´quents. Il comporte ne´anmoins les points
faibles suivant :
— la structure couvrante construite sollicite les liens re´currents cependant
aucune borne sur les de´lais de re´currence n’est e´mise. En d’autres termes,
il est possible que la structure couvrante satisfaisant la proprie´te´ ultime
le fasse sous des de´lais non-borne´s ce qui peut aussi eˆtre synonyme d’une
exploitation difficile dans certains contextes.
— il est parfois impossible de construire une structure couvrante pouvant sa-
tisfaire cette spe´cification. Ce que nous soulignerons a` travers des exemples
dans le chapitre suivant.
76 CHAPITRE 4. SPE´CIFICATIONS ET SYSTE`MES DYNAMIQUES
UG
(a) :
[2+4i;3+4i[
[1+4i;3+4i[ [3;4[
[3+4i;4+4i[[1+4i;4+4i[
[1;2[[2+4i;4+4i[
(b) :
Mt
(c) :
Mu
(d) :
ω
Figure 4.14 – Dans cet exemple, la figure 4.13(b) illustre l’empreinte ultime UωG du GVT G
de la figure 4.13(a). Dans les figures 4.13(c) les areˆtes en gras repre´sentent les
areˆtes appartenant a` un couplage maximal temporel Mt de G. Tandis que les
areˆtes en gras dans la figures 4.13(d) correspondent les areˆtes appartenant
a` un couplage maximal ultime Mu de G. Notez que si l’empreinte ultime est
connexe alors un couplage maximal ultime est toujours un couplage maximal
temporel et que la re´ciproque n’est pas force´ment vrai.
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4.5 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons pre´sente´ les approches existantes pour rede´finir
les proble`mes traditionnels dans le contexte des graphes variant dans le temps.
Afin de contourner les limitations de ces approches, nous avons propose´ une
nouvelle approche qui de´finit les proble`mes en fonction de l’empreinte ultime du GVT .
Nous avons vu que cette approche prend tout son sens lorsqu’il s’agit d’e´tudier des
proble`mes sur la famille CT T de GVT .Dans ce contexte ou` l’unique hypothe`se est
que l’empreinte ultime est connexe, les approches e´tudie´es jusqu’a` maintenant com-
porte des faiblesses que notre approche comble. En effet, l’approche ultime assure qu’il
existe toujours une solution, que cette solution est stable et qu’elle satisfait infiniment
souvent la spe´cification d’un proble`me. Nous avons de´fini les proble`mes de l’ensemble
dominant et du couplage selon cette nouvelle approche. Nous e´tudions dans les cha-
pitres suivants la construction de ces ensembles. Nous montrons tout d’abord dans
le chapitre 5 qu’il n’est pas toujours possible de construire de tels ensembles avec un
algorithme de´terministe (bien que les ensembles existent toujours par de´finition). Le
chapitre 7 sera consacre´ a` la pre´sentation d’un algorithme de construction de l’en-
semble dominant minimal.
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Dans ce chapitre, nous nous inte´ressons aux preuves d’impossibilite´ dans les
graphes variant dans le temps. Nous proposons en particulier un outil ge´ne´rique dont
l’objectif est de faciliter les preuves formelles des re´sultats d’impossibilite´ dans les
GVT .
Nous verrons ensuite la pertinence de ce re´sultat en prouvant qu’aucun al-
gorithme de´terministe ne permet de re´soudre le proble`me du calcul de l’empreinte
ultime, du couplage ultime et de l’ensemble dominant ultime dans la famille CT T de
GVT .
Dans ce chapitre, nous allons de´finir une me´trique qui permet de calculer
une distance entre toute paire de graphes variant dans le temps G et G ′ (partageant
la meˆme empreinte globale). Cette distance est de´finie sur la longueur du plus long
pre´fixe en commun temporel entre G et G ′.
Notre re´sultat principal consiste a` montrer qu’e´tant donne´ un algorithme A
conc¸u pour tout graphe variant dans le temps et une suite de graphes variant dans
le temps (Gn)n qui converge vers un certain graphe variant dans le temps G, alors la
suite d’exe´cutions de A sur chaque graphe variant dans le temps de la suite converge
aussi. En outre, ils convergent vers l’exe´cution de l’algorithme A sur G.
Ce re´sultat est pratique pour prouver des re´sultats d’impossibilite´ de la
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manie`re suivante. Nous raisonnons par contradiction en supposons qu’il existe un
algorithme A qui peut re´soudre le proble`me e´tudie´. Supposons maintenant qu’il est
possible de construire une suite de graphes variant dans le temps partageant des
pre´fixes communs qui ne cessent de croˆıtre de telle sorte que l’exe´cution de l’algo-
rithme A n’arrive pas a` converger sur ces pre´fixes. De ce fait, en appliquant notre
re´sultat principal nous pouvons de´duire que cette suite converge vers un graphe va-
riant dans le temps G de telle sorte que l’exe´cution de l’algorithme A sur G ne converge
jamais. En d’autres termes, notre re´sultat principal permet de construire formellement
un contre-exemple en s’appuyant sur une limite de suite de graphes variant dans le
temps.
5.1 De´finitions
Dans cette section nous allons de´finir quelques notions dont nous avons besoin
afin de pre´senter, expliquer et prouver notre the´ore`me principal.
Avant de prouver notre re´sultat principal dans la section 5.2, notez que
certains ensembles de graphes variant dans le temps et d’exe´cutions peuvent eˆtre
conside´re´s comme des espaces me´triques dote´s de proprie´te´s topologiques utiles.
5.1.1 Sous-famille induite
Dans la pratique, il nous est globalement impossible de pre´dire les disponi-
bilite´s des liens de communications dans un syste`me dynamique. De plus, des hy-
pothe`ses peuvent restreindre ou empeˆcher la communication entre certains processus.
Ne´anmoins, l’empreinte globale d’un GVT est calculable d’ou` l’inte´reˆt que nous lui
portons. De part son accessibilite´, l’empreinte globale d’un GVT octroie la possibilite´
d’e´tudier certains aspects d’un GVT .
Dans ce qui suit nous nous inte´ressons a` une famille spe´cifique de graphe
connexe a` travers le temps, la famille CT T (voir la de´finition 3.9, page 48 pour la
de´finition de la famille CT T ). Plus particulie`rement, nous nous focalisons sur des
sous-familles comprenant tous les GVT pour lesquels l’empreinte globale appartient a`
un certain ensemble de graphes.
De´finition 5.1 (Sous-famille induite) E´tant donne´ un ensemble de graphes sta-
tiques F et une famille de graphes variant dans le temps C, la sous-famille de C in-
duite par F (note´e C|F) est l’ensemble de tous les GVT de C pour lesquels l’empreinte
globale appartient a` F .
Les deux prochains re´sultats de´coulent directement des de´finitions 3.9 et 5.1.
Lemme 5.1 Dans toute sous-famille induite C|F , si un graphe variant dans le temps
G de C admet f ∈ F comme empreinte globale, alors tout autre graphe variant dans
le temps G ′ 6= G de C pour lequel f est l’empreinte globale appartient a` C|F .
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Preuve. Soit C|F une sous-famille induite et soit G un GVT de C|F qui a pour
empreinte UG ∈ F . Nous devons prouver que, pour tout G ′ ∈ C si UG′ = UG alors
G ′ ∈ C|F .
Nous savons que chaque G ′ est un GVT de la famille C. Puisque UG′ = UG,
alors nous savons aussi que UG′ ∈ F .
Par la de´finition 5.1, nous savons que la sous-famille induite C|F contient
l’ensemble des GVT de la famille C pour lesquels l’empreinte globale appartient a` F .
De ce fait, nous pouvons de´duire directement que pour tout G ′ ∈ C tel que
UG′ = UG, G ′ appartient a` la sous-famille induite C|F . 
Lemme 5.2 Il existe un GVT de CT T |F qui admet une areˆte voue´e a` disparaˆıtre si
et seulement si l’ensemble F ne contient pas que des arbres.
Preuve. Dans un premier temps nous allons prouver l’implication suivante. S’il
existe un GVT de CT T |F qui admet une areˆte voue´e a` disparaˆıtre alors l’ensemble F
ne contient pas que des arbres.
Par l’absurde, supposons qu’il existe un GVT G dans CT T |F qui admet une
areˆte voue´e a` disparaˆıtre tel que l’ensemble F ne contient que des arbres.
Par la de´finition 5.1 de la sous-famille induite, nous savons que l’empreinte
UG du GVT G appartient a` l’ensemble F .
Par la de´finition 3.9 de la famille de graphes connexe a` travers le temps, nous
savons que l’empreinte ultime UωG est connexe.
Puisque le GVT G admet une areˆte voue´e a` disparaˆıtre alors on en de´duit que
l’empreinte UG est diffe´rente de l’empreinte ultime U
ω
G , a` savoir que UG 6= UωG (voir la
de´finition 3.5 page 37 de l’empreinte ultime pour plus de de´tails).
D’un autre coˆte´, l’ensemble F ne contient que des arbres, ce qui implique que
UG est un arbre. Cependant, si UG est un arbre et que le GVT G admet une areˆte voue´e
a` disparaˆıtre alors UωG est non connexe car supprimer une areˆte d’un arbre donne un
graphe non connexe. Cela contredit le fait qu’il puisse exister un GVT G dans CT T |F
qui admet une areˆte voue´e a` disparaˆıtre tel que l’ensemble F ne contient que des
arbres.
Pour comple´ter la preuve, il nous reste a` prouver l’implication suivante. Si
l’ensemble F ne contient pas que des arbres, alors il existe un GVT de CT T |F qui
admet une areˆte voue´e a` disparaˆıtre.
Soit F un ensemble de graphes statiques qui contient au moins un graphe
qui n’est pas acyclique. Soit f un graphe statique de F comptant au moins un cycle
et e une areˆte de f qui appartient a` l’un de ses cycles. Soit G un GVT qui a comme
empreinte globale f tel que e est l’unique areˆte voue´e a` disparaˆıtre dans G.
Si e est l’unique areˆte voue´e a` disparaˆıtre dans G alors l’empreinte ultime de
UωG de G est connexe (puisque supprimer une areˆte d’un cycle ne de´connecte pas le
graphe). Donc, par la de´finition 3.9 le GVT G appartient a` la famille CT T .
Maintenant que nous savons que G est un GVT de CT T et qu’il a pour
empreinte globale f , nous pouvons de´duire par le lemme 5.1 que G est un GVT de la
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famille CT T |F , ce qui ache`ve la preuve. 
5.1.2 Espace me´trique et suite de Cauchy
Nous proposons dans cette section des rappels de topologie qui seront utiles a`
la preuve de notre outil. Un espace me´trique est un ensemble au sein duquel la notion
de distance entre les diffe´rents e´le´ments de l’ensemble est formellement de´finie. Nous
avons remarque´ que les sous-familles de graphes variant dans le temps auxquels nous
nous inte´ressons peuvent eˆtre de´finies comme des espaces me´triques. De ce fait, nous
verrons comment repre´senter un ensemble de graphes variant dans le temps d’une
sous-famille induite par un espace me´trique.
Distance. Une distance d(x, y) est une application qui formalise la longueur que
se´pare deux e´le´ments x et y appartenant a` un ensemble X.Une distance sur un
ensemble X est une application d de´finie sur X2 tel que ∀x, y ∈ X2, d(x, y) est une
valeur re´elle satisfaisant les proprie´te´s suivantes :
1. se´paration : d(x, y) = 0⇔ x = y
2. syme´trie : d(x, y) = d(y, x)
3. ine´galite´ triangulaire :∀(x, y, z) ∈ X3, dX(x, z) ≤ (dX(x, y) + dX(y, z))
Espace me´trique. (X, d) est un espace me´trique, si d est une distance sur X.
Distance ultrame´trique. Une application d est une distance ultrame´trique sur
un ensemble X si d est une distance sur X qui satisfait l’ine´galite´ ultra-triangulaire
(∀(x, y, z) ∈ X3 : dX(x, z) ≤ max(dX(x, y), dX(y, z))).
Espace ultrame´trique Un espace me´trique (X, d) est ultrame´trique si d est une
distance ultrame´trique sur X.
Suite de Cauchy. Une suite de Cauchy est une suite d’e´le´ments d’un espace
me´trique dont les termes se rapprochent a` partir d’un certain rang de la suite. En
d’autres termes, les e´le´ments de la suite se rapprochent les uns des autres d’une cer-
taine fac¸on qui sugge`rent que la suite doit avoir une limite. Cependant, la limite
d’une suite de Cauchy n’est pas ne´cessairement un e´le´ment de son espace me´trique.
La Figure 5.1 illustre un exemple de suite de Cauchy dans R.
De´finition 5.2 (Suite de Cauchy) La suite (xn)n∈N est une suite de Cauchy si,
pour tout re´el positif ǫ > 0, il existe un entier naturel k tel que pour tout couple
d’entiers p ≥ k, q ≥ k, la distance d(xp, xq) est infe´rieure a` ǫ :
∀ǫ ∈ R∗+, ∃k ∈ N, ∀p, q ∈ N2, p ≥ k, q ≥ k, d(xp, xq) < ǫ
ou plus synthe´tiquement
lim
n→+∞
sup
p,q≥n
d(xp, xq) = 0
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Figure 5.1 – L’axe des abscisses repre´sente l’indice i dans N d’une suite, tandis que l’axe
des ordonne´es correspond aux valeurs des e´le´ments de la suite qui sont dans
R. Dans cet exemple, nous pouvons constater que plus la valeur de l’indice k
est grande, plus la distance entre les valeurs de deux e´le´ments dont l’indice est
supe´rieur a` k se rapprochent. Ce qui fait de cette suite une suite de Cauchy.
Remarque 5.1 Dans un espace me´trique toute suite convergente est une suite de
Cauchy. Cependant la re´ciproque n’est pas forcement vraie.
La Remarque 5.1 concerne par exemple une suite de Cauchy dans un espace vectoriel
norme´ (un espace vectoriel muni d’une norme) Qn non complet qui peut converger
vers une limite qui n’est pas dans Qn mais dans Rn. Comme exemple de suite de
Cauchy convergente, on peut conside´rer la suite de rationnels des approximations
de´cimales de
√
2, c’est-a`-dire, x0 = 1, x2 = 1.4, x3 = 1.41, x3 = 1.414..., cette suite est
de Cauchy car tous ses termes se rapprochent d’une limite, par contre elle n’est pas
convergente. En effet, e´tant de´finie sur Q, Xn ne tend vers aucun rationnel.
De´finition 5.3 (Espace me´trique complet) Un espace me´trique complet est
un espace me´trique dans lequel toute suite de Cauchy converge.
5.1.3 Espace de graphes variant dans le temps
E´tant donne´ un domaine temporel T, un graphe statique (V,E) et une fonc-
tion de latence ζ, supposons que l’ensemble Γ(V,E),T,ζ est l’ensemble de tous les graphes
variant dans le temps dont l’empreinte globale est (V,E) et dont la fonction de latence
est ζ. Par souci de clarte´ nous allons omettre la notation Γ(V,E),T,ζ pour la remplacer
par Γ.
Notons que deux graphes variant dans le temps distincts de Γ ne peuvent eˆtre
diffe´rencie´s que par leurs fonctions de pre´sence.
Nous allons maintenant de´finir une distance entre les graphes variant dans
le temps de cet ensemble de la manie`re suivante. Pour tout graphe variant dans le
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temps G de Γ, notons sa fonction de pre´sence par ρG. Nous de´finissons l’application
dΓ : Γ× Γ→ [0, 1] par :
(G,G ′) 7→
{
0 si G = G ′
2−λ sinon, avec λ = Sup {t ∈ T|∀t′ ≤ t, ∀e ∈ E, ρG(e, t′) = ρG′(e, t′)}
Lemme 5.3 L’application dΓ est une ultrame´trique.
Preuve. Le premier point est satisfait directement par la de´finition de
l’application dΓ. En effet, dΓ(G,G ′) = 0 si et seulement si G = G ′.
Le deuxie`me point est aussi satisfait directement par la de´finition de l’appli-
cation dΓ. En effet, lorsque G = G ′ nous avons dΓ(G,G ′) = dΓ(G ′, g) = 0 et quand
G 6= G ′ nous avons dΓ(G,G ′) = dΓ(G ′,G). En effet, on a alors Sup {t ∈ T|∀t′ ≤ t, ∀e ∈
E, ρG(e, t
′) = ρG′(e, t
′)} = Sup {t ∈ T|∀t′ ≤ t, ∀e ∈ E, ρG(e, t′) = ρG′(e, t′)} car il s’agit
simplement de l’instant a` partir duquel les deux graphes ne partagent plus le meˆme
pre´fixe.
Il ne nous reste plus a` prouver que le troisie`me point. Soient G, G ′ et G ′′ trois
graphes variant dans le temps de Γ. Supposons que dΓ(G,G ′) = 2−λ′ et dΓ(G ′,G ′′) =
2−λ
′′
. Soit λ = min(λ′, λ′′). De ce fait, par de´finition de l’application dΓ, nous avons :
∀t < λ′, ∀e ∈ E, ρG(e, t) = ρG′(e, t) et ∀t < λ′′, ∀e ∈ E, ρG′(e, t) = ρG′′(e, t).
Nous pouvons en de´duire que ∀t < λ, ∀e ∈ E, ρG(e, t) = ρG′′(e, t), c’est-a`-dire que
dΓ(G,G ′′) ≤ 2−λ.
D’autre part, nous avons : max(dΓ(G,G ′), dΓ(G ′,G ′′)) = max(2−λ′ , 2−λ′′) =
2−λ. Pour conclure, dΓ(G,G ′′) ≤ max(dΓ(G,G ′), dΓ(G ′,G ′′)), ce qui marque la fin de la
preuve. 
Lemme 5.4 L’espace me´trique (Γ, dΓ) est complet.
Preuve. Soit (Gn)n∈N une suite de Cauchy dans Γ. Il suffit de prouver que la suite
(Gn)n∈N converge dans Γ.
Par de´finition d’une suite de Cauchy, nous avons : ∀ǫ ∈ R∗+, ∃k ∈
N, ∀i ∈ N, dΓ(Gk,Gk+i) < ǫ. Nous avons en particulier que ∀λ ∈ T, ∃k ∈ N, ∀i ∈
N, dΓ(Gk,Gk+i) < 2−λ.
D’autre part, par de´finition de dΓ, nous savons que l’existence d’un λ(k,i) ∈ T
tel que dΓ(Gk,Gk+i) < 2−λ(k,i) pour k ∈ N et i ∈ N implique que ∀t < λ(k,i), ∀e ∈
E, ρGk(e, t) = ρGk+i(e, t). Par conse´quent, nous avons : ∀λ ∈ T, ∃k ∈ N, ∀i ∈ N, ∀t <
λ, ∀e ∈ E, ρGk(e, t) = ρGk+i(e, t). Soit Gω ∈ Γ le graphe variant dans le temps de´fini
par ∀λ ∈ T, ∀e ∈ E, ρGω(e, λ) = ρGk(e, λ).
Soit ǫ ∈ R∗+ et λ le plus petit entier tel que 2−λ < ǫ. De ce fait, nous avons
∃k ∈ N, ∀i ∈ N, ∀t < λ, ∀e ∈ E, ρGk+i(e, t) = ρGk(e, t) = ρGω(e, t). Nous pouvons
de´duire que : ∀i ∈ N, dΓ(Gk,Gω) ≤ 2−λ < ǫ. En d’autres termes, (Gn)n∈N converge vers
Gω ∈ Γ, ce qui prouve que l’espace (Γ, dΓ) est complet. 
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Espace de sortie. E´tant donne´ un algorithme A et un graphe variant dans le temps
G, de´finissons la (A,G)-sortie comme la fonction qui associe a` tout t ∈ T l’e´tat de G
au temps t en exe´cutant l’algorithme A. Nous dirons que G est le GVT support de
cette sortie. Soit OA,Γ l’ensemble de toutes les (A,G)-sorties pour tous les graphes
variant dans le temps G de Γ. Dans un souci de simplicite´, nous omettrons l’indice.
A,Γ et nous noterons cet ensemble par O. Remarquez que deux sorties distinctes de
O ne peuvent eˆtre diffe´rencie´es que par leur GVT support. Pour toute sortie o de O,
notons le graphe variant dans le temps support de o par Go.
Nous allons maintenant de´finir une distance entre les (A,G)-sorties.
Nous de´finissons l’application dO : O ×O −→ [0, 1] par :
(o, o′) 7→
{
0 si o = o′
2−λ sinon, avec λ = Sup {t ∈ T|∀t′ ≤ t, o(t′) = o′(t′)}
En raison de l’analogie entre les de´finitions de dΓ et dO, les lemmes suivants
se prouvent de la meˆme manie`re que le lemme 5.3 et le lemme 5.4 :
Lemme 5.5 L’application dO est une ultrame´trique sur O.
Lemme 5.6 L’espace me´trique (O, dO) est complet.
5.2 Outil de preuves d’impossibilite´
Nous sommes en mesure maintenant de pre´senter le re´sultat principal du
chapitre 5. Intuitivement, ce the´ore`me nous assure que si nous prenons une suite de
graphes variant dans le temps partageant des pre´fixes en commun qui ne cessent de
croˆıtre (donc convergente selon la distance introduite ci-dessus), alors la suite des
sorties d’un algorithme s’exe´cutant sur cette suite (de GVT ) converge aussi.
Par ailleurs, la limite de cette suite est la sortie qui correspond au graphe
variant dans le temps qui partage tous les pre´fixes communs de cette suite de GVT .
La Figure 5.2 correspond a` une illustration du the´ore`me principale du chapitre.
Ce re´sultat est tre`s utile car il nous permet de construire, a` travers un rai-
sonnement par l’absurde, des contre-exemples sur l’hypothe`se de l’existence d’un al-
gorithme re´solvant un proble`me donne´. En effet, il suffit de construire une suite de
graphes variant dans le temps (avec des pre´fixes communs toujours croissants) et de
prouver que la sortie de l’algorithme sur chacun de ces GVT viole la spe´cification
du proble`me en un temps fini. Cela permet d’exhiber une exe´cution qui transgresse
infiniment souvent la spe´cification du proble`me (c’est-a`-dire, la limite de la suite des
sorties de l’algorithme).
The´ore`me 5.1 Pour tout algorithme de´terministe A, si une suite (Gn)n∈N de Γ
converge vers un certain Gω ∈ Γ, alors la suite (on)n∈N des (A,Gn)-sorties converge
vers oω ∈ O. De plus, oω est la (A, Gω)-sortie.
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Figure 5.2 – Cette illustration correspond a` l’ide´e du The`ore`me 5.1. De manie`re ge´ne´rale,
cette illustration exprime que lorsqu’il existe une suite dans Γ qui converge
vers un certain Gω alors une suite de sortie finit par converger aussi vers un
certain oω.
Preuve. Soit A un algorithme de´terministe et (Gn)n∈N une suite de Γ qui converge
vers un certain Gω ∈ Γ. Soit (on)n∈N la suite des (A, Gn)-sorties.
Dans un premier temps, nous allons prouver que (on)n∈N converge dans O.
E´tant donne´ que O est un espace complet (voir le lemme 5.6), il est suffisant de
prouver que (on)n∈N est une suite de Cauchy.
Soit ǫ ∈ R∗+. Puisque Γ est un espace me´trique complet (voir le lemme 5.4),
nous savons que (Gn)n∈N est une suite de Cauchy. Donc, nous avons par de´finition :
∃kǫ ∈ N, ∀i ∈ N, dΓ(Gkǫ ,Gkǫ+i) < ǫ.
D’un autre cote´, par de´finition de la distance dΓ, nous savons que l’existence
de λ(k,i) ∈ T tel que dΓ(Gk,Gk+i) = 2−λ(k,i) pour k ∈ N et i ∈ N implique que
∀t < λ(k,i), ∀e ∈ E, ρGk(e, t) = ρGk+i(e, t). E´tant donne´ que A est un algorithme
de´terministe, nous pouvons de´duire que ∀t < λ(k,i), ok(t) = ok+i(t) (puisque Gon = Gn
pour tout n ∈ N par construction de (on)n∈N). Ensuite, la de´finition de la distance dO
implique que dO(ok, ok+i) ≤ 2−λ(k,i) . En d’autres termes, nous pouvons de´duire que
∀k ∈ N, ∀i ∈ N, dO(ok, ok+i) ≤ dΓ(Gk,Gk+i).
Par conse´quent, ∃kǫ ∈ N, ∀i ∈ N, dO(okǫ , okǫ+i) < ǫ. En conclusion, (on)n∈N
est une suite de Cauchy. Notez o ∈ O la limite de cette suite.
Soit oω la (A,Gω)-sortie. Nous allons prouver que o = oω. E´tant donne´ que
(O, dO) est ultrame´trique (voir le lemme 5.5), nous savons que 0 ≤ dO(o, oω) ≤
max(dO(o, on), dO(on, oω)) pour tout n ∈ N. Le fait que la suite (on) converge vers 0 im-
plique que la suite (dO(o, on))n∈N converge vers 0. L’algorithmeA e´tant de´terministe et
Γ et O e´tant des espaces complets, nous pouvons prouver en suivant un raisonnement
similaire au pre´ce´dant que dO(on, oω) ≤ dΓ(Gn,Gω) pour tout n ∈ N. La convergence
de la suite (Gn)n∈N vers Gω implique que la suite (dΓ(Gn,Gω))n∈N converge vers 0. On
en de´duit que la suite (dO(on, oω))n∈N converge aussi vers 0 (puisque dO(on, oω) ≥ 0
pour tout n ∈ N). Ainsi, la suite (max(dO(o, on), dO(on, oω)))n∈N converge vers 0 ce
qui signifie que dO(o, oω) = 0. E´tant donne´ que dO est une distance, nous pouvons
conclure que o = oω, ce qui marque la fin de la preuve. 
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5.3 Applications de l’outil
Dans cette section, nous nous inte´ressons a` l’e´tude des conditions ne´cessaires
a` la faisabilite´ de certains proble`mes distribue´s dans les familles de GVT a` dure´e de
vie non borne´e. Plus particulie`rement, nous portons notre inte´reˆt a` la famille CT T
(voir la Proprie´te´ 3.9 pour la de´finition de la famille CT T ). En d’autres termes, nous
nous sommes inte´resse´s a` identifier des conditions ne´cessaire sur la topologie du GVT
pour re´soudre des proble`mes de calcul de points fixes (voir ici 6.2 page 102 pour la
de´finition d’un proble`me de calcul de points fixes) dans les GVT de CT T . Cet inte´reˆt
particulier pour cette famille vient du fait que dans la hie´rarchie des familles de GVT
de dure´e de vie non borne´e (voir la Figure 3.25), la famille CT T comprend toutes les
autres.
Nous allons e´tudier les trois proble`mes suivants : la construction de l’em-
preinte ultime, le construction du couplage maximal et la construction de l’ensemble
dominant minimal.
Nous re´fe´rons le lecteur au chapitre 4 pour une discussion sur la spe´cification
de ces proble`mes dans un cadre dynamique.
5.3.1 Empreinte ultime
Cette section est consacre´e a` la construction de l’empreinte ultime dans les
graphes variant dans le temps.
Nous adoptons la spe´cification du proble`me pre´sente´e dans le chapitre 4. Nous
prouvons alors qu’il n’existe pas d’algorithme de´terministe pour re´soudre ce proble`me
sur un GVT de CT T si le GVT admet une areˆte voue´e a` disparaˆıtre.
Nous verrons, dans cette section, qu’il est impossible de re´soudre de manie`re
de´terministe le proble`me de construction de l’empreinte ultime dans les GVT de CT T ,
hormis dans le cas trivial ou` l’empreinte globale est un arbre. En effet, si l’empreinte
globale est un arbre alors l’empreinte globale est aussi l’empreinte ultime puisque que
par de´finition de CT T l’empreinte ultime est connexe (or, la suppression d’une des
areˆtes d’un arbre de´connecte le graphe). Ce qui implique qu’il n’existe pas d’areˆte
voue´e a` disparaˆıtre dans un GVT de CT T qui a un arbre comme empreinte globale.
The´ore`me 5.2 Pour tout ensemble de graphes (statiques) F qui ne contient pas que
des arbres, il n’existe aucun algorithme de´terministe qui satisfait la spe´cification de la
construction de l’empreinte ultime pour la sous-famille induite CT T |F .
Preuve. Pour tout graphe variant dans le temps G = (V,E, T , ρ, ζ, φ),
nous de´finissons le graphe variant dans le temps G ⊕ {(e1, Te1), . . . , (ek, Tek)} (avec,
pour tout i ∈ {0, . . . , k}, ei ∈ E et Tei ⊆ T ) comme le graphe variant dans le temps
(V,E, T , ρ′, ζ, φ) tel que :
ρ′(e, t) =
{
1 si ∃i ∈ {0, . . . , k}, e = ei et t ∈ Tei
ρ(e, t) autrement
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Figure 5.3 – Construction de la suite (Gn)n∈N dans la preuve du the´ore`me 5.2. Les lignes en
gris repre´sentent les moments durant lesquels l’areˆte e appartient au graphe
de´livre´ en sortie par tous les processus de V .
Cette preuve sera construite par l’absurde. Nous supposons donc qu’il existe
un algorithme de´terministe A qui satisfait la spe´cification du calcul de l’empreinte
ultime dans la sous-famille induite CT T |F tel qu’il existe un ensemble de graphes
(statiques) F qui ne contient pas que des arbres. De ce fait, tout processus exe´cutant
l’algorithme A de´livre a` tout moment en sortie un graphe (statique).
Par le lemme 5.2, nous savons qu’il existe G ∈ CT T |F tel que G =
(V,E, T , ρ, ζ, φ) admet au moins une areˆte voue´e a` disparaˆıtre e. Nous construisons
alors une suite (Gn)n∈N de graphes variant dans le temps de la manie`re suivante.
Nous fixons G0 = G et nous de´finissons Gi par induction pour tout i ∈ N de la fac¸on
suivante :
1. Conside´rons l’exe´cution de l’algorithme A sur Gi et soit ηi ∈ T ∪{+∞} le
plus grand temps durant lequel l’areˆte e appartient au graphe de´livre´ en
sortie par certains processus de V (remarquez que ηi = +∞ si et seulement
si e appartient infiniment souvent au graphe de´livre´ en sortie par au moins
un processus) ;
2. Soit G ′i = Gi ⊕ (e, T ∩]ηi,+∞[) ;
3. Conside´rons l’exe´cution de l’algorithme A sur G ′i et soit αi ∈ T ∪ {+∞}
le plus petit temps strictement supe´rieur a` ηi ou` e appartient au graphe
de´livre´ en sortie par tous les processus de V (remarquez que αi = +∞ si
et seulement si l’areˆte e n’a jamais simultane´ment appartenu au graphe
de´livre´ en sortie par tous les processus ηi = +∞) ;
4. Soit Gi+1 = Gi ⊕ (e, T ∩]ηi, αi[).
Nous pouvons prouver que, pour tout i ∈ N, si Gi appartient a` CT T |F et si
e est une areˆte voue´e a` disparaˆıtre dans Gi alors ηi = +∞ et αi = +∞. En effet,
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supposons que e est une areˆte voue´e a` disparaˆıtre dans Gi ∈ CT T |F pour un certain
i ∈ N. Par de´finition, e n’appartient pas a` UωGi . E´tant donne´ que l’algorithmeA satisfait
la spe´cification du calcul de l’empreinte ultime pour CT T |F , nous savons donc que e
ne peut appartenir infiniment souvent au graphe de´livre´ en sortie par un processus
durant l’exe´cution de l’algorithme A sur Gi, c’est-a`-dire que ηi 6= +∞. Ensuite, comme
l’areˆte e n’est pas une areˆte voue´e a` disparaˆıtre dans G ′i par construction, l’areˆte e
appartient a` Uω
G′i
. Par le lemme 5.1, G ′i appartient a` CT T |F puisque Gi et G ′i partagent
la meˆme empreinte globale UG. Comme l’algorithme A satisfait la spe´cification du
calcul de l’empreinte ultime pour CT T |F , nous de´duisons donc que l’areˆte e appartient
ultimement au graphe de´livre´ en sortie par tous les processus de V , c’est-a`-dire αi 6=
+∞.
Nous obtenons que, pour tout i ∈ N, si Gi appartient a` CT T |F et si e est une
areˆte voue´e a` disparaˆıtre dans Gi, alors Gi+1 appartient a` CT T |F et e est une areˆte
voue´e a` disparaˆıtre dans Gi+1. En effet, Gi+1 appartient a` CT T |F d’apre`s le lemme 5.1
(puisque Gi et Gi+1 partagent le meˆme empreinte globale UG). Comme nous avons
prouve´ que ηi 6= +∞ et αi 6= +∞ lorsque e est une areˆte voue´e a` disparaˆıtre dans
Gi. Gi+1 est obtenu par l’ajout de cette areˆte e dans Gi pendant une dure´e finie qui
implique que e est une areˆte voue´e a` disparaˆıtre dans Gi+1.
Par l’hypothe`se, G appartient a` CT T |F et par construction de G, l’areˆte e
est une areˆte voue´e a` disparaˆıtre dans G0 = G. Ce qui implique que (Gn)n∈N est une
suite de CT T |F telle que ηi 6= +∞ et αi 6= +∞ pour tout i ∈ N. De plus, notez que,
pour tout i ∈ N, ηi < αi (par construction) et αi < ηi+1 (puisque e appartient au
graphe de´livre´ en sortie par tout processus au temps αi dans Gi+1 tandis que l’areˆte
e n’appartient pas au graphe de´livre´ en sortie par tout processus au temps ηi+1 dans
Gi+1).
Cela nous permet de de´finir le graphe variant dans le temps suivant : Gω =
g⊕{(e, T ∩]ηi, αi[)|i ∈ N}. Notez que UGω = UG et que Gω appartient a` CT T |F d’apre`s
le lemme 5.1. Enfin, pour tout k ∈ N∗, nous avons dΓ(Gk,Gω) = 2−ηk par construction
de (Gn)n∈N et Gω. Par conse´quent, (Gn)n∈N converge dans CT T |F et sa limite est Gω.
Les figures 5.3 et 5.4 illustrent la construction de la suite (Gn)n∈N du the´ore`me 5.2.
Par le the´ore`me 5.1 page 85, la (A,Gω)-sortie est la limite de la suite des
(A,Gn)-sorties. En d’autres termes, la (A,Gω)-sortie partage un pre´fixe de longueur
ηi avec la (A,Gi)-sortie pour tout i ∈ N.Cela signifie qu’il existe une infinite´ de
configurations durant l’exe´cution de l’algorithme A sur Gω ou` e appartient au graphe
calcule´ par tous les processus et qu’il existe une infinite´ de configurations durant
l’exe´cution de l’algorithme A sur Gω ou` e n’appartient pas au graphe calcule´ par
tous les processus, ce qui contredit le fait que l’algorithme A puisse satisfaire les
spe´cifications du calcul de l’empreinte ultime pour CT T |F et marque ainsi la fin de
la preuve. 
5.3.2 Ensemble dominant minimal ultime
Dans cette section, nous allons aborder le proble`me de construction de
l’ensemble dominant minimal ultime de manie`re de´terministe. Nous employons la
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Figure 5.4 – Une illustration de la construction d’une suite de GVT dans la preuve du
the´ore`me 5.2 par l’exemple. Les lignes en vert repre´sentent les moments durant
lesquels l’areˆte e appartient au graphe de´livre´ en sortie par tous les processus
de V et les lignes en rouge repre´sentent les moments durant lesquels l’areˆte
e n’appartient pas au graphe de´livre´ en sortie par tous les processus de V
(de´livre´ par quelques uns ou aucun). Le graphe sans l’areˆte e signifie que
l’areˆte n’est pas pre´sente dans la sortie de tous les processus quand sa pre´sence
indique qu’elle est de´livre´e en sortie par tous les processus. Notez que par
construction de cette suite, les pre´fixes communs ne cessent de croˆıtre.
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spe´cification du proble`me de l’ensemble dominant minimal ultime pre´sente´e dans le
chapitre 4. Nous montrons donc qu’il n’existe pas d’algorithme de´terministe pour
re´soudre ce proble`me dans tout GVT de CT T .
Plus pre´cise´ment, nous prouvons que tout algorithme de´terministe ne peut
satisfaire la spe´cification de l’ensemble dominant minimal ultime que s’il existe un
ensemble dominant minimal pour tout graphe partiel connexe de l’empreinte du GVT .
Nous appelons cette ensemble dominant minimal particulier un ensemble dominant
minimal robuste.
De´finition 5.4 (Ensemble dominant minimal robuste) Un ensemble domi-
nant minimal robuste (EDMR) d’un graphe (statique) g = (V,E) est un ensemble
de processus M ⊆ V tel que M est un ensemble dominant minimal de tout graphe
partiel connexe de g.
Le lemme suivant de´coule directement des de´finitions et justifie notre inte´reˆt
pour l’ensemble dominant minimal robuste.
Lemme 5.7 Si l’empreinte globale d’un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) admet un en-
semble dominant minimal robuste M alors M est un ensemble dominant minimal
ultime de G.
Preuve. Soit G = (V,E, T , ρ, ζ) un GVT de CT T de telle sorte qu’il existe
un EDMR M sur l’empreinte globale UG de G. Par de´finition, un EDMR sur UG
est un ensemble dominant minimal de tout graphe partiel connexe de UG. Selon la
de´finition 4.9, un ensemble dominant minimal ultime de G est un ensemble dominant
minimal de l’empreinte ultime de G. Par de´finition l’empreinte ultime d’un GVT de
CT T est un graphe partiel connexe de l’empreinte globale. Par conse´quent, M est un
ensemble dominant minimal ultime de G. 
Le re´sultat de´crit dans le lemme suivant nous fournit une caracte´risation
des graphes (statiques) qui admettent un EDMR. Nous allons utiliser cette ca-
racte´risation pour prouver notre prochain the´ore`me.
Lemme 5.8 Pour tout graphe g = (V,E) et tout ensemble dominant minimal M de
g, M est un ensemble dominant minimal robuste si et seulement si l’ensemble des
areˆtes {{p, q}|q ∈M ∩Np} est une coupe de g pour tout processus p ∈ V \M .
Preuve. Nous allons prouver d’abord que pour tout EDMR M d’un graphe g =
(V,E), l’ensemble des areˆtes {{p, q}|q ∈ M ∩ Np} est une coupe de g pour tout
processus p ∈ V \M . Par l’absurde, supposons qu’il existe un EDMR M d’un graphe
g = (V,E) tel que l’ensemble des areˆtes {{p, q}|q ∈ M ∩ Np} n’est pas une coupe
de g pour tout processus p ∈ V \ M . Soit sg = (V,E ′) le sous graphe de g de´fini
par E ′ = E \ {{p, q}|q ∈ M ∩ Np}. Par l’hypothe`se, sg est un graphe connexe. De
plus, dans sg le processus p n’a aucun voisin dans M , cela signifie que M n’est pas un
ensemble dominant minimal de g. Ce qui contredit le fait que M est un EDMR de g
et prouve la ne´cessite´ de la condition.
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Ensuite, nous allons prouver que, tout ensemble dominant minimal M d’un
graphe g tel que l’ensemble des areˆtes {{p, q}|q ∈M ∩Np} est une coupe dans g pour
tout processus p ∈ V \M est un EMDR de g. Par l’absurde, supposons qu’il existe un
ensemble dominant minimal M d’un graphe g = (V,E) tel que l’ensemble des areˆtes
{{p, q}|q ∈ M ∩ Np} est une coupe dans g pour tout processus p ∈ V \M de telle
sorte que M n’est pas un EDMR de g. Par de´finition d’un EMDR, il existe alors un
graphe partiel connexe sg = (V,E
′) de g tel que M n’est pas un ensemble dominant
minimal de sg. E´tudions maintenant les deux cas suivants.
1. M n’est pas un ensemble dominant minimal de sg. Donc, il existe un
processus p tel qu’il n’existe aucune voisin de p dans sg qui appartient a`M .
Comme, sg est connexe nous avons donc que l’ensemble {{p, q}|q ∈ M ∩
Np} n’est pas une coupe de g, ce qui est en contradiction avec l’hypothe`se
initiale sur M .
2. M est un ensemble dominant de sg qui n’est pas minimal. Nous disons
qu’un processus d’un ensemble dominant domine proprement l’un de ses
voisins lorsqu’il est le seule processus dans son voisinage qui le domine.
Par conse´quent, nous savons qu’il existe, dans sg, deux voisins p ∈ M
et q ∈ M tel que p ne domine aucun de ses voisins proprement. Puisque
M est un ensemble dominant minimal de g, nous de´duisons que p domine
proprement au moins un de ses voisins r ∈ V \M (notez que p et q sont des
voisins dans g par construction). Cela signifie que l’ensemble des areˆtes
{{r, s}|s ∈ M ∩ Nr} = {{p, r}} n’est pas une coupe de g (puisque cette
areˆte n’appartient pas a` sg qui est connexe). Ce qui est en contradiction
avec l’hypothe`se initiale sur M .
Ces contradictions nous montrent la suffisance de la condition et marque la
fin de la preuve. 
L’intuition derrie`re ce re´sultat d’impossibilite´ vient des faits suivants. Nous
savons qu’aucun processus n’est capable de de´tecter ou d’affirmer si une areˆte est voue´e
a` disparaˆıtre. De ce fait, l’ensemble dominant minimal construit par tout algorithme
de´terministe doit eˆtre aussi un ensemble dominant minimal pour toute empreinte
ultime. En d’autres termes, l’ensemble construit doit eˆtre un ensemble dominant mi-
nimal sur tout graphe partiel connexe de l’empreinte pour parer a` toute e´volution de
l’empreinte ultime. La principale difficulte´ de la preuve de ce re´sultat re´side dans la
construction de la suite de graphes variant dans le temps ade´quate pour l’application
du the´ore`me 5.1.
The´ore`me 5.3 Pour tout ensemble de graphes statiques F qui contient au moins
un graphe qui n’admet pas d’ensemble dominant minimal robuste, il n’existe pas d’al-
gorithme de´terministe qui satisfait la spe´cification de l’ensemble dominant minimal
ultime pour la sous-famille induite CT T |F .
Preuve. Nous commenc¸ons par introduire quelques notations. Nous de´finissons,
pour tout graphe variant dans le temps G = (V,E, T , ρ, ζ, φ), le graphe variant dans
le temps G ⊙ {(Ei, Ti)|i ∈ I} (avec I ⊆ N et pour tout i ∈ I, Ei ⊆ E et Ti ⊆ T )
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comme le graphe variant dans le temps (V,E, T , ρ′, ζ, φ) tel que :
ρ′(e, t) =


0 si ∃i ∈ I, e ∈ Ei et t ∈ Ti
1 si ∃i ∈ I, e ∈ E \ Ei et t ∈ Ti
ρ(e, t) autrement
Par l’absurde, supposons qu’il existe un algorithme de´terministe A qui satis-
fait la spe´cification de l’ensemble dominant minimal ultime dans tout GVT de la sous-
famille CT T |F de telle sorte a` ce que l’ensemble de graphes statiques F comprenant
au moins un graphe statique qui n’admet pas un ensemble dominant robuste minimal.
De ce fait, tout processus exe´cutant l’algorithme A de´livre une valeur boole´enne en
sortie a` tout instant.
Soit G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) un graphe connexe a` travers le temps de la sous-
famille induite CT T |F tel que l’empreinte globale UG de G n’admet pas un ensemble
dominant robuste minimal et qu’il existe un temps t0 ∈ T tel que ∀e ∈ E, ∀t ≤
t0, ρ(e, t) = 1 (G existe par construction de F et par de´finition de CT T |F). Nous
construisons une suite (Gn)n∈N de graphes variant dans le temps comme suit. Nous
fixons G0 = g. Supposons que nous avons de´ja` Gi = (V,E, T , ρ′, ζ, φ) pour un certain
i ∈ N tel que Gi ∈ CT T |F , UGi = UG, et que ∃αi−1 > t0, ∀e ∈ E, ∀t > αi, ρ′(e, t) =
ρ(e, t). Ensuite, nous de´finissons par induction Gi+1 de la fac¸on suivante :
1. Conside´rons l’exe´cution de l’algorithme A sur Gi et soit ηi ∈ T la plus
petite date strictement supe´rieure a` αi−1 durant lequel l’ensemble des
processus fournissant en sortie “vrai” est constant (autrement dit, que
l’ensemble dominant calcule´ par A est stable). Notez que ηi existe par
l’hypothe`se sur A puisque Gi ∈ CT T |F ;
2. Soit Mi l’ensemble dominant minimal calcule´ par l’algorithme A sur Gi
(repre´sente´ par l’ensemble des processus de Gi qui fournissent en sortie la
valeur “vrai” apre`s la date ηi). E´tant donne´ que UGi = UG, nous savons
par l’hypothe`se sur UG que UGi n’admet pas d’ensemble dominant minimal
robuste. Plus pre´cise´ment, nous savons que Mi n’est pas un ensemble
dominant minimal robuste de UGi . De ce fait, il existe un processus pi de
V \Mi tel que l’ensemble des areˆtes Ei = {{pi, q}|q ∈Mi ∩Npi} n’est pas
une coupe de UGi ;
3. Soit G ′i = Gi ⊙ {(Ei, T ∩]ηi,+∞[)}.
4. Remarquez que UG′i = UGi = UG (par construction de G ′i puisque ηi > t0)
et que Uω
G′i
est connexe (puisque EUω
G′
i
= EUG \ Ei par construction et Ei
n’est pas une coupe de Ug). Par conse´quent, G ′i ∈ CT T |F et nous pou-
vons conside´rer l’exe´cution de l’algorithme A sur G ′i. Soit αi ∈ T la plus
petite date strictement supe´rieure a` ηi a` partir de laquelle l’ensemble des
processus qui de´livrent en sortie “vrai” est constant. Soit M ′i l’ensemble
dominant minimal calcule´ par l’algorithme A sur G ′i (a` savoir, l’ensemble
des processus de G ′i fournissant en sortie la valeur “vrai” apre`s la date αi).
Notez que M ′i 6=Mi puisque Mi n’est pas un ensemble dominant minimal
de Uω
G′i
(rappelons que, dans Uω
G′i
, pi n’a aucun voisin dans Mi) ;
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5. Soit Gi+1 = Gi ⊙ {(Ei, T ∩]ηi, αi])}.
Cette construction assure que s’il existe Gi = (V,E, T , ρ′, ζ, φ) pour un i
donne´ (i ∈ N) tel que Gi ∈ CT T |F , que UGi = UG et que ∃αi−1 > t0, ∀e ∈ E, ∀t >
αi, ρ
′(e, t) = ρ(e, t), alors Gi+1 satisfait la meˆme proprie´te´. D’ailleurs, puisque G0 =
g, cette proprie´te´ est naturellement satisfaite pour i = 0 pour tout α−1 > t0. Par
conse´quent, la suite (Gn)n∈N est bien de´finie. Notez que, pour tout i ∈ N, ηi < αi et
αi < ηi+1 (par construction).
Ceci nous permet de de´finir le GVT suivant : Gω = g⊙{(Ei, T ∩]ηi, αi])|i ∈ N}.
Notez que UGω = UG et alors que Gω appartient a` CT T |F . Enfin, pour tout k ∈ N∗, nous
avons dΓ(Gk,Gω) = 2−ηk par construction de la suite (Gn)n∈N et Gω. Par conse´quent,
(Gn)n∈N converge dans CT T |F et sa limite est Gω.
Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le the´ore`me 5.1 et d’en
de´duire que la (A,Gω)-sortie est la limite de la suite des (A,Gn)-sorties. En d’autres
termes, la (A,Gω)-sortie partage un pre´fixe de longueur ηi avec la (A,Gi)-sortie pour
tout i ∈ N.Cela signifie qu’il existe une infinite´ de configurations durant l’exe´cution
de l’algorithme A sur Gω ou` l’ensemble des processus fournissant en sortie la valeur
“vrai” est l’ensemble Mi (les configurations aux dates ηi) et qu’il existe une infinite´
de configurations durant l’exe´cution de l’algorithme A sur Gω ou` l’ensemble des pro-
cessus fournissant en sortie la valeur “vrai” est l’ensemble M ′i (les configurations aux
dates αi). Comme nous savons que pour tout i ∈ N∗ Mi 6= M ′i , nous aboutissons a`
la conclusion que l’ensemble des processus qui fournissent en sortie la valeur “vrai”
n’est jamais stable dans Gω, ce qui contredit l’hypothe`se selon laquelle l’algorithme A
satisfait la spe´cification du proble`me de l’ensemble dominant minimal ultime dans les
GVT de la famille CT T |F . 
5.3.3 Mariage maximal ultime
Dans cette section nous allons aborder le proble`me de la construction du
mariage maximal ultime.
Dans cette section, nous exhiberons ensuite notre re´sultat d’impossibilite´ de
construction d’un mariage maximal ultime par un algorithme de´terministe sur la
famille des GVT s de CT T . Plus particulie`rement, nous allons prouver que le mariage
maximal ultime ne peut eˆtre re´solu de manie`re de´terministe par un algorithme sur un
GVT de CT T que si l’empreinte globale de ce GVT admet un mariage maximal ne
contenant que des isthmes.
5.3.3.0.1 Isthme. Dans un graphe g = (V,E), un isthme est une areˆte de E dans
la suppression induit a` un graphe avec plus de composantes connexes. En d’autres
termes, une areˆte e ∈ E est un isthme si et seulement si elle n’appartient pas a` un
cycle dans g.
The´ore`me 5.4 Pour tout ensemble de graphes statiques F qui contient au moins un
graphe qui n’admet pas de mariage maximal qui n’est compose´ que d’isthmes, il n’existe
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Figure 5.5 – Construction de la suite de GVT dans la preuve du the´ore`me 5.3 par l’exemple.
Les lignes en vert repre´sentent les moments durant lesquels l’ensemble domi-
nant minimal fournit en sortie par tous les processus de V est stable. Les
graphes de la figure permettent d’illustrer, a` travers les sommets en rouge, un
exemple d’ensembles dominants Mi et M
′
i fournit en sortie par les processus
durant la construction de la preuve.
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aucun algorithme de´terministe qui satisfait la spe´cification du mariage maximal ultime
pour la sous-famille induite CT T |F .
Preuve. Nous allons d’abord introduire quelques notations. Nous de´finissons
pour tout graphe variant dans le temps G = (V,E, T , ρ, ζ, φ), le graphe variant dans le
temps G ⊖ {(e1, Te1), . . . , (ek, Tek)} (avec, pour tout i ∈ {0, . . . , k}, ei ∈ E et Tei ⊆ T )
comme le graphe variant dans le temps (V,E, T , ρ′, ζ, φ) avec :
ρ′(e, t) =
{
0 si ∃i ∈ {0, . . . , k}, e = ei et t ∈ Tei
ρ(e, t) autrement
Par l’absurde, supposons qu’il existe un ensemble de graphes statiques F comprenant
au moins un graphe statique qui n’admet pas un mariage maximal ne contenant que
des isthmes et qu’il existe un algorithme de´terministe A qui satisfait la spe´cification
du mariage maximal ultime pour CT T |F . Par de´finition, tout processus qui exe´cute
l’algorithme A de´livre en sortie une valeur boole´enne a` tout instant.
Soit G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) un graphe variant dans le temps de CT T |F tel que
UG n’admet pas de mariage maximal ne contenant que des isthmes et que ∀e ∈ E, ∀t ∈
T , ρ(e, t) = 1 (G existe par construction de F et par de´finition de CT T |F). Nous
construisons alors une suite (Gn)n∈N de graphe variant dans le temps comme suit. Nous
fixons G0 = g. Supposons que nous avons de´ja` Gi = (V,E, T , ρ′, ζ, φ) pour un certain
i ∈ N tel que Gi ∈ CT T |F , UGi = UG, et que ∃αi−1 > 0, ∀e ∈ E, ∀t > αi, ρ′(e, t) =
ρ(e, t). Ensuite, nous de´finissons par induction Gi+1 de la manie`re suivante :
1. Conside´rons l’exe´cution de l’algorithme A sur Gi et soit ηi ∈ T la plus
petite date strictement supe´rieure a` αi−1 apre`s laquelle l’ensemble des
processus fournissant en sortie ”vrai“ est stable (ηi existe par l’hypothe`se
sur A puisque Gi ∈ CT T |F) ;
2. Soit Mi le mariage maximal calcule´ par l’algorithme A sur Gi (c’est-a`-
dire, l’ensemble des processus de Gi qui de´livrent en sortie la valeur “vrai”
apre`s la date ηi). Puisque UGi = UG, nous savons par l’hypothe`se sur UG
que UGi n’admet pas de mariage maximal ne contenant que des isthmes.
Plus pre´cise´ment, il existe une areˆte ei qui n’est pas un isthme dans Mi ;
3. Soit G ′i = Gi ⊖ {(ei, T ∩]ηi,+∞[)}.
4. Remarquez que UG′i = UGi = UG (par construction de G ′i puisque ηi > 0)
et que Uω
G′i
est connexe (puisque ei n’est pas un isthme). Par conse´quent,
G ′i ∈ CT T |F et nous pouvons conside´rer l’exe´cution de l’algorithme A sur
G ′i. Soit αi ∈ T la plus petite date strictement supe´rieure a` ηi apre`s laquelle
l’ensemble des processus qui de´livrent “vrai” est stable. SoitM ′i le mariage
maximal calcule´ par l’algorithme A sur G ′i (c’est-a`-dire, l’ensemble des
processus de G ′i qui de´livrent “vrai” apre`s la date αi). Notez que M ′i 6=Mi
puisque ei n’appartient pas a` U
ω
G′i
par construction ;
5. Soit Gi+1 = Gi ⊖ {(ei, T ∩]ηi, αi])}.
On peut facilement ve´rifier que cette construction assure que s’il existe Gi =
(V,E, T , ρ′, ζ, φ) pour un certain i ∈ N tel que Gi ∈ CT T |F , UGi = UG, et que
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∃αi−1 > 0, ∀e ∈ E, ∀t > αi, ρ′(e, t) = ρ(e, t), alors Gi+1 satisfait la meˆme proprie´te´.
De plus, comme G0 = g, cette proprie´te´ est naturellement satisfaite pour i = 0 avec
n’importe quel α−1 > 0. Par conse´quent, la suite (Gn)n∈N est bien de´finie. Notez que,
pour tout i ∈ N, ηi < αi et αi < ηi+1 (par construction).
Ceci nous permet de de´finir le GVT suivant : Gω = G⊖{(ei, T ∩]ηi, αi])|i ∈ N}.
Notez que UGω = UG et donc que Gω appartient a` CT T |F . Enfin, pour tout k ∈ N∗,
nous avons dΓ(Gk,Gω) = 2−ηk par construction de la suite (Gn)n∈N et de Gω. Par
conse´quent, (Gn)n∈N converge dans CT T |F et sa limite est Gω.
Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le the´ore`me 5.1 de de´duire
que la (A,Gω)-sortie est la limite de la suite des (A,Gn)-sorties. En d’autres termes, la
(A,Gω)-sortie partage un pre´fixe de longueur ηi avec la (A,Gi)-sortie pour tout i ∈ N.
En re´sume´, pour tout i ∈ N∗, Mi est l’ensemble des processus qui de´livrent
“vrai” dans Gω a` la date ηi et que M ′i est l’ensemble des processus qui fournissent
en sortie “vrai” dans Gω a` la date αi lors de l’exe´cution de A sur Gω. Puisque Mi 6=
M ′i pour tout i ∈ N, nous aboutissons a` la conclusion que l’ensemble des processus
qui de´livrent en sortie la valeur “vrai” n’est jamais stable dans Gω, ce qui contredit
l’hypothe`se selon laquelle l’algorithme A satisfait la spe´cification du proble`me du
mariage maximal dans les GVT de la famille CT T |F . 
5.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ un outil ge´ne´ral dont la motivation est
de justifier les arguments informels base´s sur la convergence de suites d’objets. Ce type
de raisonnement est tre`s souvent utilise´ dans la preuve de re´sultats d’impossibilite´ ou
la ne´cessite´ de conditions. Plus pre´cise´ment, nous avons prouve´ dans le the´ore`me 5.1
qu’e´tant donne´ un algorithme A conc¸u pour tout graphe variant dans le temps et
une suite (G)n de GVT qui converge vers un certain graphe variant dans le temps G,
alors la suite d’exe´cutions de A sur chaque graphe variant dans le temps de la suite
converge aussi.
Dans la section 5.3 nous avons de´montre´ l’utilite´ de cet outil ge´ne´rique au
travers les preuves d’impossibilite´ de construction de l’empreinte ultime, du mariage
maximal ultime et de l’ensemble dominant minimal ultime sur la famille CT T de
GVT .
Notez que nous prouverons que les conditions ne´cessaires que nous avons
trouve´es pour la construction de l’ensemble dominant minimal ultime sont suffisantes,
dans le chapitre 7.
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Figure 5.6 – Construction de la suite de GVT dans la preuve du the´ore`me 5.4 par l’exemple.
Les lignes en vert repre´sentent les moments durant lesquels le couplage maxi-
mal fournit en sortie par tous les processus de V est stable. Les graphes de la
figure permettent d’illustrer, a` travers les areˆtes en rouge, le couplage maxi-
mal stable Mi et M
′
i que de´livre les processus durant la construction de la
preuve.
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Re´soudre une taˆche donne´e dans un syste`me distribue´ dynamique requiert un
certain temps et un certain volume de communications. En algorithmique, une mesure
de complexite´ permet de comparer les performances de diffe´rents algorithmes re´solvant
la meˆme taˆche. Dans la mesure du possible, celle-ci doit eˆtre e´quitable (c’est-a`-dire,
discriminer les couˆts lie´s au syste`me de ceux dus a` l’algorithme).
Dans la litte´rature, il existe principalement deux approches pour mesurer la
complexite´ d’algorithmes distribue´s dans des syste`mes dynamiques, a` savoir mesurer
la complexite´ en temps et la complexite´ en messages.
Dans ce chapitre, nous pre´sentons ces deux approches (voir section 6.1).
Nous verrons en particulier que les mesures de complexite´s en temps existantes ne
conside`rent que des cas particuliers et ne conviennent pas au cadre des syste`mes
asynchrones hautement dynamiques que nous conside´rons dans cette the`se.
C’est pourquoi nous proposons dans la section 6.2 une nouvelle mesure de
complexite´ qui e´tend la mesure de complexite´ classique en rondes utilise´e pour les
algorithmes distribue´s sur des syste`mes statiques.
La section 6.3 est de´die´e a` un exemple pour illustrer cette nouvelle mesure de
complexite´. Nous donnons un algorithme de construction de l’empreinte globale d’un
GVT et nous montrons que cet algorithme est optimal par rapport a` cette mesure.
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6.1 Mesure de comple´xite´ existantes
Dans la litte´rature, certains travaux se sont inte´resse´s a` la complexite´ dans
les mode`les de graphes variant dans le temps.
Nous allons de´crire dans cette section les mesures de complexite´ existantes
dans la litte´rature en distinguant les mesures s’inte´ressant au volume de communica-
tion puis au temps d’exe´cution.
6.1.1 Complexite´ en messages
La complexite´ en nombre de messages d’un algorithme A sur une famille de
graphes variant dans le temps C, est le nombre de messages e´change´s, dans le pire cas,
durant l’exe´cution de l’algorithme A sur les GVT de C.
Quelques travaux utilisent cette mesure de complexite´ pour les graphes va-
riant dans le temps, comme dans [CFMS15, CFMS10], afin de mesurer la com-
plexite´ en messages de trajets rapides, trajets terminant plus toˆt et trajets courts.
Dans [CFMS10], les auteurs ont montre´ que si le nombre de sommets n et/ou la
borne de re´currence des areˆtes ∆ sont connus des sommets, il est alors possible de
re´soudre le proble`me de la diffusion terminant plus toˆt avec une complexite´ en mes-
sage de O(m) (m e´tant le nombre d’areˆtes). Les auteurs montrent aussi que s’il existe
une borne sur la re´currences des areˆtes et que n ou ∆ est connu des sommets, la
complexite´ en temps est de O(n∆).
6.1.2 Complexite´ en temps
D’une manie`re ge´ne´rale, la complexite´ en temps d’un algorithme A, dans une
famille de graphes variant dans le temps C, est le temps ne´cessaire, dans le pire cas,
que requiert l’exe´cution de l’algorithme A pour satisfaire sa taˆche sur les GVT de C.
Cette de´finition se heurte au fait que la mesure du temps dans un syste`me
distribue´ (en particulier asynchrone) n’est pas toujours significative. C’est sans doute
la raison pour laquelle cette mesure n’a e´te´ applique´e qu’a` des mode`les synchrones ou
semi-synchrones dans le cadre des syste`mes dynamiques jusqu’a` pre´sent.
Le mode`le synchrone le plus utilise´ dans la litte´rature suppose que le temps
de vie du GVT est un domaine temporel discret (souvent N). Par exemple, les auteurs
dans [KMO11a] prennent pour mode`le synchrone la famille constamment connexe de
GVT (voir la Proprie´te´ 3.2.2) dans le cadre de l’e´tude du proble`me du consensus. Les
auteurs montrent, entre autres, que le consensus e´ventuel (ou` les processus s’accordent
en meˆme temps sur une meˆme sortie) ne peut eˆtre re´solu en moins de |V | − 1 pas
d’exe´cution (ou` |V | est le nombre de sommets de V ). Dans [KLO10], les auteurs
montrent sur le meˆme mode`le, dans le cadre du calcul de la taille d’un syste`me, que
la complexite´ en temps est O(n2). Tandis que pour la famille T-intervalle connexe,
pour tout T> 1, les auteurs montrent que la complexite´ en temps est de l’ordre de
O(n+ n2/T ).
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Les mode`les semi-synchrones font l’hypothe`se de l’existence d’une borne
supe´rieure ∆ sur la re´currence des areˆtes, a` l’image des travaux de [CFMS10] dans le
cadre de l’e´tude des diffusions (les plus rapides, les plus courtes et celles terminant plus
toˆt) dans les graphes variant dans le temps des familles F10 et F11. Le mode`le semi-
synchrone des familles de GVT T-intervalle connexe est aussi utilise´ dans [KO11],
[IW13] dans le cadre de l’e´tude de l’exploration d’un syste`me dynamique par des
agents.
6.2 Nouvelle mesure de complexite´
Les mesures de complexite´ en temps que nous avons de´crit pre´ce´demment ne
sont pas adapte´es a` notre mode`le. En effet, ces mesures de complexite´ ne s’appliquent
que sur des cas particuliers de syste`mes dynamiques : les syste`mes synchrones ou les
syste`mes dont les e´ve´nements topologiques sont re´currents de telle sorte que cette
re´currence est borne´e. Or, dans notre mode`le, les communications ne sont pas syn-
chrones et les e´ve´nements topologiques ne sont pas ne´cessairement re´currents.
Par conse´quent, nous avions besoin de de´finir une me´thode qui puisse mesurer
la performance de nos algorithmes inde´pendamment des communications asynchrones
et des changements topologiques. En effet, les caracte´ristiques de notre mode`le peuvent
introduire des de´lais dans le calcul de la solution qui ne sont pas imputables a` l’al-
gorithme mais plutoˆt a` la dynamique du syste`me. Un exemple typique d’un tel de´lai
est l’attente d’une prochaine apparition d’une areˆte par un processus qui peut eˆtre
arbitrairement longue.
Notre objectif est de de´finir une mesure de complexite´ en temps qui soit
pertinente dans notre mode`le. Nous proposons d’e´tendre la de´finition traditionnelle de
la complexite´ de temps en rondes qui est largement adopte´e dans le mode`le asynchrone
par passage de messages dans les syste`mes statiques.
Cette mesure de complexite´ contourne le proble`me des de´lais dus aux commu-
nications asynchrones en conside´rant comme unite´ de temps d’une exe´cution le pire
de´lai entre l’e´mission et la re´ception d’un message durant cette exe´cution (voir [AW04]
pour plus de de´tails concernant cette approche). Par conse´quent, en utilisant cette
de´finition, il est possible de borner le temps de terminaison de toute exe´cution d’un al-
gorithme inde´pendamment des de´lais de communication de cette exe´cution. En re´alite´,
cette mesure capture les relations de causalite´ durant l’exe´cution de l’algorithme. Cette
mesure de complexite´ en temps est donc une me´thode e´quitable de comparaison entre
algorithmes.
La contribution de ce chapitre est d’e´tendre cette mesure aux environnements
dynamiques en prenant en compte les de´lais introduits par la dynamique du syste`me.
De manie`re intuitive, nous conside´rons comme unite´ de temps d’une exe´cution le pire
de´lai entre l’invocation de la primitive Send retry et la re´ception du message par
cette primitive durant cette exe´cution.
Cette de´finition naturelle de l’unite´ de temps pour des syste`mes dynamiques
n’est pas suffisante. En effet, la dynamique du syste`me peut introduire un autre de´lai
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arbitrairement long que nous appelons le de´lai initial. Comme exemple de ce de´lai,
prenons un proble`me comme le consensus qui ne´cessite que chaque processus propage
une valeur initiale. Imaginons que la dynamique du syste`me ait pour effet d’isoler
un processus en le de´connectant durant un temps arbitrairement long. Cela ame`nera
tous les processus a` attendre la premie`re apparition de ce processus. Intuitivement,
ce de´lai est imputable a` la dynamique du syste`me et non a` l’algorithme. De ce fait,
notre mesure de complexite´ doit aussi ignorer ce de´lai initial.
Dans ce but, nous de´finissons pour chaque proble`me un temps de de´part
comme suit. Le temps de de´part d’un proble`me est le plus petit instant de l’exe´cution
ou` la dynamique du syste`me a “montre´” l’information topologique minimale aux pro-
cessus pour re´soudre le proble`me. Notez que ce temps de de´part de´pend uniquement
du proble`me. Par exemple, pour les proble`mes similaires au consensus, il s’agira de
l’instant de la premie`re connexion du dernier processus a` se connecter a` un de ses
voisins. Notez aussi que dans un syste`me statique, le temps de de´part et le temps
initial sont e´gaux puisque le syste`me n’a a` attendre l’apparition d’aucune information
topologique.
Nous proposons donc de mesurer le temps de terminaison d’un algorithme,
sur une famille de GVT C, par le pire temps (exprime´ a` l’aide de l’unite´ de temps
de´fini pre´ce´demment) entre le temps de de´part et la terminaison de l’algorithme sur
toutes les exe´cutions de cet algorithme sur les GVT de C. Nous sommes convaincus
que cette mesure de complexite´ permet de comparer de manie`re e´quitable les algo-
rithmes de´finis pour toute famille de GVT . En effet, cette me´thode de calcul exhibe
le couˆt de communication intrinse`que des algorithmes (c’est-a`-dire, la longueur des
chaˆınes causales) sans prendre en compte les de´lais introduits par les changements
topologiques et les communications asynchrones.
Nous allons maintenant pre´senter cette mesure de complexite´ plus formelle-
ment. Dans un souci de simplification nous conside´rons uniquement les proble`mes de
calcul de points fixe dans une famille C de graphes variant dans le temps. Cette classe
de proble`mes est de´finie comme suit.
Proble`me de calcul de points fixe. Il s’agit des proble`mes qui admettent une
spe´cification de la forme suivante : toute exe´cution sur chaque GVT de la famille C
atteint en un temps fini un suffixe ou` chaque processus fournit en sortie une valeur
donne´e de manie`re stable. La valeur requise de´pend du proble`me conside´re´ et n’est
pas force´ment identique pour chaque processus.
Selon cette de´finition, l’e´lection de leader ou la construction de structure
couvrante sont des proble`mes de calcul de points fixes tandis que l’exclusion mutuelle
et la diffusion ne le sont pas.
Prenons maintenant un algorithme de´terministeA qui satisfait la spe´cification
d’un proble`me P de calcul de points fixes dans une famille de GVT C. Soit e l’exe´cution
de l’algorithme A sur un GVT donne´ de la famille C.
De´lai. Pour tout message m envoye´ durant l’exe´cution e, nous appelons de´lai (de
m) le temps entre l’invocation de la primitive “Send retry” par l’e´metteur de m et la
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re´ception de m par son destinataire. Notez que ce de´lai peut eˆtre infini dans le cas ou`
m n’est jamais de´livre´.
Ronde de communication. Nous appelons ronde de communication (ou sim-
plement ronde) de l’exe´cution e, le grand de´lai parmi l’ensemble des messages qui
sont de´livre´s durant l’exe´cution e. Notez que nous ne conside´rons pas ici les messages
qui ne sont jamais de´livre´s dans e.
Fonction d’ensemble de pre´sence ne´cessaire. Nous appelons fonction d’en-
semble de pre´sence ne´cessaire de P , la fonction EPNP (propre a` P) qui retourne
pour tout GVT (V,E, T , ρ, ζ, φ) de C, un ensemble de sous ensembles de E. Chaque
e´le´ment de EPNP(G) est un des ensembles d’areˆtes dont l’apparition est ne´cessaire
pour entamer la re´solution du proble`me de manie`re effective (inde´pendamment de l’al-
gorithme utilise´). Notez que la de´finition re´elle de cette fonction de´pend du proble`me
lui meˆme et non d’un GVT ou d’une exe´cution.
Par exemple, pour le proble`me du calcul de l’empreinte globale UG sur un
GVT G, nous avons EPNUG(G) = E puisque chaque areˆte de E doit apparaˆıtre dans
la sortie e´mise par tout processus. Pour donner un autre exemple, prenons le proble`me
de la diffusion B, nous avons EPNB(G) = {{(p, q)}|q ∈ Np} (ou` le processus p est
l’e´metteur du message) puisque l’apparition de n’importe quelle areˆte adjacente a` p
est ne´cessaire pour commencer la diffusion du message par p.
De´finition 6.1 (Temps de de´part) Le temps de de´part d’une exe´cution e d’un
algorithme A sur un GVT G est la plus petite date t ∈ T de telle sorte que chaque
areˆte d’au moins un e´le´ment de EPNP(G) est pre´sente au moins une fois avant t.
Notez que dans un syste`me distribue´ statique, le temps initial et le temps de de´part
sont identiques pour tout proble`me P , puisque, dans toute configuration initiale,
toutes les areˆtes de tous les e´le´ments de EPNP(G) sont pre´sentes quelle que soit
la de´finition de EPNP .
De´finition 6.2 (Temps de convergence) Le temps de convergence de
l’exe´cution d’un algorithme A re´solvant un proble`me P sur un graphe variant dans
le temps G est le temps (exprime´ en rondes de e) entre le temps de de´part de e et le
plus petit temps dans e ou` la spe´cification de P est satisfaite.
Nous sommes maintenant en mesure de pre´senter la de´finition centrale de ce
chapitre.
De´finition 6.3 (Complexite´ en temps sur une famille de GVT ) La com-
plexite´ en temps d’un algorithme distribue´ A qui satisfait la spe´cification d’un
proble`me de points fixes P dans une famille de GVT C est le pire temps de
convergence de A sur l’ensemble des GVT de C.
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Nous avons pre´sente´ cette de´finition dans le cadre des proble`mes de calcul de points
fixes mais notez qu’elle peut naturellement eˆtre e´tendue aux proble`mes dits de service
de la manie`re suivante. D’abord, nous prenons comme temps de de´part le maximum
entre le temps de de´part de´finie pre´ce´demment et le temps d’arrive´e d’une requeˆte du
service (par exemple, l’envoi d’un message pour un algorithme de diffusion, la requeˆte
d’acce`s a` section critique pour une exclusion mutuelle). Deuxie`mement, on remplace
le temps de convergence d’un algorithme par le temps d’ache`vement du service requis
par l’algorithme (par exemple, la livraison du message a` son destinataire pour un
algorithme de diffusion, l’entre´e en section critique pour une exclusion mutuelle).
6.3 Exemple : construction de l’empreinte globale
Dans cette section, nous pre´sentons un algorithme de construction de l’em-
preinte globale (voir la section 6.3.1) et nous prouvons son optimalite´ en temps
d’exe´cution par rapport a` notre nouvelle mesure (voir la section 6.3.4). Cet algorithme
sera utilise´ comme composant de base pour la construction de notre algorithme de
calcul de l’ensemble dominant minimal ultime dans le chapitre suivant.
6.3.1 Algorithme
De manie`re intuitive, l’ide´e de notre algorithme est la suivante. Chaque pro-
cessus sauvegarde localement un graphe, initialement vide, qui contiendra ultimement
toutes les areˆtes de l’empreinte globale. Ce graphe constitue la sortie de chaque pro-
cessus. Lors de la premie`re apparition d’une areˆte, ses deux (processus) extre´mite´s
ajoutent cette areˆte a` leur graphe. Ensuite, ils essayent de propager la dernie`re ver-
sion de leur graphe local a` tous les processus qu’ils ont eu comme voisin au moins
une fois depuis le de´but de l’exe´cution. Lorsqu’un processus rec¸oit un tel message (qui
contient le graphe d’un autre processus), il ajoute a` son de empreinte globale locale
l’ensemble des areˆtes du graphe rec¸u qu’il ignore. Si le graphe local a e´te´ modifie´
durant cette e´tape, alors le processus essaye de propager a` nouveau son propre graphe
local a` tous les processus qu’il a eu pour voisin au moins une fois depuis le de´but de
l’exe´cution.
Cet algorithme garantit que, lors de la premie`re apparition de la dernie`re areˆte
de l’empreinte globale, cette areˆte est ajoute´e au graphe local de ses deux extre´mite´s
et qu’ensuite cette areˆte est propage´e (au moins) a` leur voisin de l’empreinte ultime en
une seule ronde et ainsi de suite. Notez qu’il n’existe aucune garantie de diffusion a` tous
les voisins du graphe local car des areˆtes voue´es a` disparaˆıtre peuvent exister. Ainsi,
dans toute exe´cution, apre`s au plus diam(UωG ) rondes (ou` diam(U
ω
G ) est le diame`tre de
l’empreinte ultime), cette areˆte (ainsi que toutes les autres) apparaˆıt dans le graphe
fournit en sortie par chaque processus. Le pseudo-code de cet algorithme est fourni
dans l’Algorithme 1.
Les sections suivantes sont de´die´es a` la preuve du re´sultat suivant :
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Variables :
gp = (Vp, Ep) : l’empreinte construite par p
Np : l’ensemble des voisins de p
Initialisation :
gp := ({x}, ∅)
Np := ∅
Lors de l’apparition d’une areˆte {p, q} :
if {p, q} /∈ Ep then
Np := Np ∪ {q}
gp := (Vp ∪ {q}, Ep ∪ {{p, q}})
foreach r ∈ Np do
Send retry(add(gp), r)
A` la re´ception de add(gq) depuis q :
if Eq \ Ep 6= ∅ then
gp := (Vp ∪ Vq, Ep ∪ Eq)
foreach r ∈ Np \ {q} do
Send retry(add(gp), r)
Algorithme 1 – L’algorithme du calcul de l’empreinte par un processus p.
The´ore`me 6.1 L’Algorithme 1 satisfait la spe´cification de construction de l’em-
preinte globale pour tout GVT de la famille CCT . De plus, son temps de convergence
sur tout GVT G de la famille CCT est diam(UωG ) rondes, ce qui est optimal.
6.3.2 Correction
Lemme 6.1 L’Algorithme 1 satisfait la spe´cification de construction de l’empreinte
globale pour tout GVT de la famille CCT .
Preuve. Pour prouver ce re´sultat, nous allons montrer que pour toute exe´cution
ǫ de l’Algorithme 1 sur tout GVT G = (V,E, T , ρ, ζ) de CCT , il existe un instant
tf ∈ T tel que tout processus p ∈ V fournira en sortie de manie`re stable un graphe
qui correspond a` l’empreinte globale de G.
Soit G0 = (V,E, T , ρ, ζ) un GVT de la famille CCT tel que E = ∅. Par
de´finition de la famille CCT , le GVT G0 a au plus un processus dans V . Supposons
que p est l’unique processus de G0. Soit ǫ0 l’exe´cution de l’Algorithme 1 sur G0. D’apre`s
l’Algorithme 1 a` l’initialisation l’ensemble des processus du graphe construit par p est
initialise´ a` {p} et l’ensemble des areˆtes Ep est initialise´ a` ∅. Puisque le processus p n’a
aucun voisin dans G0 alors il existe un instant t durant l’exe´cution ou` le processus p
fournit en sortie de manie`re stable le graphe (V,E) tel que V = {p} et E = ∅. Cela
correspond a` l’empreinte globale de G0.
Nous allons maintenant prouver par induction que dans tout GVT G =
(V,E, T , ρ, ζ) de la famille CCT , une areˆte {p, q} qui est pre´sente au moins une fois
106 CHAPITRE 6. COMPLEXITE´
durant le temps de vie T de G sera connu par tous les processus p ∈ V de G. Cette
induction portera sur le nombre de processus connaissant {p, q}.
Soit G un GVT de la famille CCT tel que E 6= ∅. Soit {p, q} ∈ E une areˆte de
G. D’apre`s l’Algorithme 1, lorsqu’une areˆte {p, q} apparaˆıt, a` un instant tapp({p, q}),
pour la premie`re fois durant l’exe´cution de l’algorithme, le processus p (respectivement
q) ajoute {p, q} a` son ensemble Ep (respectivement Eq) a` un instant t0({p, q}) ≥
tapp({p, q}). Nous pouvons dire que le processus p (respectivement le processus q)
connaissent l’areˆte {p, q} a` partir de l’instant t0({p, q}). Soit I0({p, q}), l’ensemble des
processus qui connaissent l’areˆte {p, q} et les processus qui lui sont associe´s a` l’instant
t0({p, q}). Notez que |I0({p, q})| ≥ 2, puisque au moins le processus p et q connaissent
l’areˆte {p, q}.
Soit Ii({p, q}) l’ensemble des processus qui connaissent l’areˆte {p, q} a` l’ins-
tant ti({p, q}). Mettons, I¯i({p, q}) = V \Ii({p, q}) l’ensemble des processus qui ne
connaissent pas l’areˆte {p, q} a` l’instant ti({p, q}).
Nous allons prouver qu’il existe un temps ti+1({p, q}) durant l’exe´cution tel
que l’ensemble des processus Ii+1({p, q}) + Ii({p, q}) connaissant l’areˆte {p, q} croit
si I¯i({p, q}) 6= ∅.
Puisque G appartient a` la famille CT T , il existe un temps t > ti ou` une
areˆte liera un processus de Ii({p, q}) avec un processus de I¯i({p, q}). Soit t′i ≥ ti un
instant tel qu’il existe au moins une areˆte qui lie au moins un processus de Ii a` un
autre processus de I¯i. Soit Si+1 le sous ensemble de processus de I¯i implique´ dans une
connexion entre Ii et I¯i a` la date t
′
i. Soit {pi, qi} une des areˆtes qui apparaˆıt a` l’instant
t′i tel que pi ∈ Ii et qi ∈ I¯i.
— Si le processus pi ne connaˆıt pas encore l’areˆte {pi, qi} alors d’apre`s l’Al-
gorithme 1, le processus pi partagera a` travers un message son graphe
local (Vpi , Epi) avec son voisin qi. A` travers cette ope´ration, le processus
pi demande au processus qi d’ajouter l’areˆte {p, q} (encore inconnu de qi)
dans le graphe local de qi. Par l’Algorithme 1, il existe un instant ti+1 > t
′
i
tel que le processus qi ajoutera l’areˆte {p, q} a` l’ensemble Eqi .
— Si l’areˆte {pi, qi} est de´ja` connue du processus pi (ce qui signifie que
{p, q} ∈ Epi et {p, q} /∈ Eqi puisque qi ∈ I¯i ne connaˆıt pas l’areˆte {p, q}),
alors d’apre`s l’Algorithme 1 le processus pi partagera son graphe local
(Vpi , Epi) avec son voisin qi a` travers l’envoi d’un message a` un instant
t′i ≥ ti (par la primitive Send retry qui va envoyer la mise a` jour du
graphe de pi a` qi). Donc il existe un instant ti+1 > t
′
i ou` le processus qi
ajoute l’areˆte {p, q} a` l’ensemble Eqi .
Par ces deux points on montrent qu’il existe un temps ti+1({p, q}) ou` l’en-
semble des processus Ii+1({p, q}) connaissant l’areˆte {p, q} grandit par rapport a`
Ii({p, q}), puisque Ii+1({p, q}) + Ii({p, q}) et I¯i+1({p, q}) = I¯i({p, q})\Ii+1({p, q}).
Cela implique que s’il existe encore des processus ne connaissant pas l’areˆte {p, q} ∈ E
au temps ti({p, q}) alors il existe un temps ti+1({p, q}) > ti({p, q}) tel que l’ensemble
des processus connaissant {p, q} grandit.
Puisque pour un i donne´, l’ensemble I¯i({p, q}) est fini, alors il existe un temps
k tel que Ik({p, q}) = V et I¯k = ∅.
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Pour conclure notre preuve, nous allons prouver qu’il n’existe aucune areˆte
e /∈ E tel que ∀k ≥ 0, Ik(e) 6= ∅. En d’autres termes, il n’existe aucun processus p qui
connaisse une areˆte e qui n’existe pas dans E. Par l’Algorithme 1, chaque message
d’un Send retry envoye´ ou pendant d’un processus p ∈ V au cours de l’exe´cution de
l’Algorithme 1 est provoque´ par une apparition d’une areˆte. De ce fait, si une areˆte
{p, q} n’est pas dans E alors il n’y aura aucun e´ve´nement d’apparition de e qui risque
de se de´rouler durant l’exe´cution de l’Algorithme 1 sur G. Par conse´quent, aucun
processus p ∈ V n’ajoute e dans son ensemble Ep et aucun message contenant e n’est
envoye´ pendant l’exe´cution de l’Algorithme 1 sur G. 
6.3.3 Complexite´
Lemme 6.2 L’Algorithme 1 converge sur tout GVT G de la famille CCT en au plus
diam(UωG ) rondes.
Preuve. Pour prouver ce re´sultat, nous allons montrer que, pour toute exe´cution
ǫ de l’Algorithme 1, chaque areˆte e ∈ E d’un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ) de la famille
CCT sera “connue” par tout processus p ∈ V de G (c’est-a`-dire, apparaˆıtra de fac¸on
constante dans la sortie de p) au plus tard apre`s diam(UωG ) rondes apre`s le temps de
de´part de ǫ (note´ ts).
Notons ∆(e, p) la fonction qui retourne la plus petite distance entre p et
chaque extre´mite´ de l’areˆte e dans l’empreinte ultime UωG de G.
Nous allons prouver par induction, que chaque areˆte e ∈ E sera connue par
un processus p en au plus ∆(e, p) rondes apre`s ts.
D’apre`s l’Algorithme 1, chaque processus p ∈ V ajoute a` son graphe local les
areˆtes qui lui sont adjacentes de`s leur premie`re apparition. Puisque chaque areˆte de
G est pre´sente au moins une fois avant ts par de´finition de EPNU , alors pour chaque
areˆte e, chaque processus p tel que ∆(e, p) = 0 connaˆıtra e en au plus 0 rondes apre`s
ts. Soit e une areˆte de G et k un entier tel que k ≥ 0. Supposons que, pour chaque
processus p tel que ∆(e, p) = k, e est connue de p en au plus k rondes apre`s ts. Nous
allons prouver que chaque processus q tel que ∆(e, q) = k + 1 connaˆıtra l’areˆte e en
au plus k + 1 rondes apre`s ts.
D’apre`s l’Algorithme 1, chaque processus qui met a` jour son graphe local
par l’ajout d’une nouvelle areˆte propage cette mise a` jour par le biais de la primitive
Send retry a` ses voisins. Or, tout processus q tel que ∆(e, q) = k+1, admet au moins
un voisin p dans UωG tel que ∆(e, p) = k. Par l’hypothe`se de re´currence, le processus
p va connaˆıtre e en au plus k rondes apre`s ts. Cela implique que p va envoyer son
graphe au processus q de`s l’ajout de e dans son graphe local.
Par de´finition de la ronde de communication et le fait que p et q soient voisins
dans UωG , q ajoutera e a` son graphe en au plus k + 1 rondes apre`s ts.
La plus petite distance entre tout processus et l’une des extre´mite´s de toute
areˆte de G e´tant borne´e par diam(UωG ), nous pouvons conclure que chaque processus
va connaˆıtre chaque areˆte de G en au plus diam(UωG ) rondes apre`s ts. 
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6.3.4 Optimalite´
Dans cette section, nous nous inte´ressons a` une borne infe´rieure sur la com-
plexite´ en temps pour la construction de l’empreinte globale. Nous nous sommes res-
treint aux algorithmes gloutons qui sont les plus naturels pour ce genre de proble`me.
Algorithme glouton Nous de´finissons un algorithme glouton pour la construction
de l’empreinte globale comme un algorithme satisfaisant la proprie´te´ suivante. Ini-
tialement, la sortie de tout processus est un graphe vide et cette sortie ne peut que
croˆıtre (au sens de l’inclusion) au fil du temps. En d’autres termes, un tel algorithme
assure qu’une fois que le processus commence a` e´mettre en sortie une certaine areˆte
ou un processus, ce dernier apparaˆıt toujours dans la sortie par la suite. Notez que
l’Algorithme 1 est glouton selon cette de´finition.
Nous allons prouver qu’il n’existe aucun algorithme glouton pour le proble`me
de construction de l’empreinte globale pour la famille de GVT CT T qui re´alise une
meilleure complexite´ en temps que notre algorithme. En effet, nous allons prouver
que, pour tout algorithme glouton, il existe un GVT G de la famille CT T tel que cet
algorithme ne´cessite diam(Uωg ) rondes pour calculer l’empreinte globale de G. Avant
de de´montrer ce re´sultat, nous avons besoin du lemme technique suivant :
Lemme 6.3 Pour tout algorithme glouton A satisfaisant la spe´cification de la
construction de l’empreinte globale pour la famille CT T , pour tout GVT G =
(V,E, T , ρ, ζ, φ) de CT T , pour toute areˆte e ∈ E qui n’est pas une coupe de l’em-
preinte ultime UωG de G, pour tout processus p ∈ V et pour tout t ∈ T , l’areˆte e ne
peut par appartenir au graphe e´mis en sortie, a` l’instant t, par p durant l’exe´cution de
A sur G s’il n’existe aucun trajet entre une extre´mite´ de e et p qui commence apre`s
la premie`re apparition de e dans G et se termine avant t.
Preuve. Par l’absurde, supposons qu’il existe un algorithme glouton A qui sa-
tisfait la spe´cification de construction de l’empreinte globale sur CT T , un GVT
G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) de CCT , une areˆte eˆ ∈ E qui n’est pas une coupe de UωG , un
processus pˆ ∈ V et un temps tˆ ∈ T tel que eˆ apparaˆıt dans le graphe e´mis en sortie
par pˆ durant l’exe´cution de A sur G au temps tˆ et qu’il n’existe aucun trajet de l’une
des extre´mite´s de eˆ vers pˆ qui commence apre`s la premie`re apparition de eˆ dans G et
se termine avant tˆ.
Conside´rons le GVT G ′ = (V,E, T , ρ′, ζ, φ) avec :
∀e ∈ E, ∀t ∈ T , ρ′(e, t) =
{
0 si e = eˆ
ρ(e, t) sinon
Notez que, par l’hypothe`se selon laquelle eˆ n’est pas une coupe de UωG , G ′
appartient a` la famille CCT . Par conse´quent, en raison de la construction de G et du
de´terminisme de l’algorithme A, le processus pˆ rec¸oit exactement les meˆmes messages
avant le temps tˆ dans l’exe´cution de A sur G et sur G ′ (l’hypothe`se de l’existence d’un
trajet apre`s la premie`re apparition de eˆ dans G nous garantit que le fait de retirer eˆ
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dans G ′ n’est pas de´tecte´ par pˆ avant le temps tˆ). En d’autres termes, le processus
pˆ ne peut pas distinguer l’exe´cution de A sur G et sur G ′ avant le temps tˆ. De ce
fait, eˆ apparaˆıt dans le graphe e´mis en sortie par pˆ durant l’exe´cution de A sur G ′
au temps tˆ. Puisque l’algorithme A est un algorithme glouton, alors cette areˆte ne
disparaˆıt jamais de la sortie de pˆ,apre`s le temps tˆ, durant l’exe´cution de A sur G ′.
Cela est contradictoire avec le fait que A satisfait la spe´cification de la construction
de l’empreinte globale sur CT T puisque eˆ n’appartient pas a` UG′ et prouve par la
meˆme occasion ce lemme. 
Nous allons maintenant prouver l’optimalite´ de notre algorithme.
The´ore`me 6.2 Pour tout algorithme glouton A qui satisfait la spe´cification du
proble`me de construction de l’empreinte globale sur CCT , il existe un GVT G de CCT
tel que le temps de convergence de A est d’au moins diam(UωG ) rondes.
Preuve. Soit A un algorithme glouton qui satisfait la spe´cification du calcul
de l’empreinte globale sur CCT . De´finissons la famille de GVT (Gkk∈N∗ de´crite par
la Figure 6.1. Notez que, pour tout k ∈ N∗, nous avons diam(UωGk) = 2k (et
diam(UGk) < diam(U
ω
Gk
) puisque diam(UGk) = k + 1). Comme le graphe U
ω
Gk
est
connexe, Gk apparient a` CCT . Par construction de Gk, le temps de de´part de l’exe´cution
de A sur Gk est 1 pour tout k ∈ N∗ (rappelons que EPNUG(G) = {E}). Notez qu’en
raison du choix de la fonction de latence, toute ronde de communication de l’exe´cution
de A sur Gk prend exactement une unite´ de temps.
Conside´rons l’exe´cution ek de A sur Gk pour k ∈ N∗. D’apre`s le lemme 6.3,
nous savons que l’areˆte {pk−1, pk} ne peut apparaˆıtre dans le graphe e´mis en sortie
par p3k dans ek avant qu’il n’existe au moins un trajet de pk−1 ou pk vers p3k. Notez
que la construction de Gk implique qu’un tel trajet (apre`s le temps 1) ne´cessite au
moins 2k rondes (la longueur du chemin de pk−1 ou pk a` p3k puisque Gk est statique
apre`s le temps 1). Puisque l’areˆte {pk−1, pk} doit finalement apparaˆıtre dans la sortie
e´mise par tout processus de ek par hypothe`se sur A, nous obtenons que le temps de
convergence de A est d’au moins diam(UωGk) rondes.

6.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons propose´ une nouvelle mesure de complexite´
en temps pour les algorithmes s’exe´cutant sur des syste`mes dynamique asynchrones.
Cette mesure est une extension de la mesure de complexite´ classiquement utilise´e
dans les syste`mes distribue´s statiques par passage de messages. L’ide´e intuitive est
de ne´gliger les de´lais introduits par la dynamique du syste`me au meˆme titre que
ceux introduits par l’asynchronisme des communications. Cela permet de capturer la
longueur des chaˆınes de de´pendance causale qui est la mesure la plus e´quitable pour
comparer les performances de deux algorithmes.
Nous avons ensuite a` travers l’exemple de la construction de l’empreinte glo-
bale illustre´ cette mesure.
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Figure 6.1 – Une illustration de famille de GVT de la preuve du The´ore`me 6.2.
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Dans ce chapitre, nous nous inte´ressons aux graphes variant dans le temps
de la famille CT T dont l’empreinte globale admet un ensemble dominant minimal
robuste (voir la de´finition 5.4 page 91 pour l’ensemble dominant minimal robuste).
Rappelons que nous avons montre´ dans le chapitre 5 que cela e´tait une condi-
tion ne´cessaire a` l’existence d’un algorithme de´terministe pour le proble`me de la
construction de l’ensemble dominant minimal ultime (voir la de´finition 4.9 page 73
pour l’ensemble dominant minimal ultime).
Dans ce contexte, nous proposons un algorithme qui re´pond a` la spe´cification
du proble`me de l’ensemble dominant minimal ultime pour la famille CT T de GVT .
De ce fait, nous obtenons que la condition ne´cessaire du chapitre 5 est aussi suffisante
pour la famille CT T .
7.1 L’algorithme EDMU
L’algorithme que nous proposons pour le calcul de l’ensemble dominant mi-
nimal ultime de tout graphe de CT T qui admet au moins un ensemble dominant
minimal robuste repose sur deux phases. La premie`re e´tape consiste a` calculer l’em-
preinte globale du GVT a` l’aide de l’algorithme pre´sente´ dans la section 6.3.
Une fois l’empreinte globale du GVT calcule´e par un processus, il est alors
possible pour ce dernier de de´terminer s’il appartient ou non a` l’ensemble dominant
ultime calcule´ par l’algorithme. En effet, il suffit que ce processus e´nume`re localement
et dans un ordre de´terministe (par exemple, en se basant sur les identifiants des
processus) tous les ensembles dominant minimaux de l’empreinte globale et de choisir
le premier qui soit robuste. Il ne reste au processus qu’a` ve´rifier s’il fait partie de
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cet ensemble dominant ou non. En effet, le Lemme 5.7 permet d’affirmer que cet
ensemble dominant robuste est un ensemble dominant minimal ultime. De plus, l’ordre
de´terministe commun a` tous les processus nous assure que tous les processus calculent
le meˆme ensemble dominant minimal robuste.
E´tant donne´ que la de´tection de la convergence du calcul de l’empreinte
globale par l’Algorithme 1 est impossible, ces deux phases ne peuvent pas eˆtre
se´quentielles.
Notre algorithme proce`de comme suit. L’algorithme 2 exe´cute l’algo-
rithme 1 et chaque mise a` jour du graphe local calcule´ par l’algorithme 1 entraˆıne
syste´matiquement la recherche d’un ensemble dominant minimal robuste sur ce der-
nier. Par conse´quent, lorsque chaque processus du syste`me a calcule´ l’empreinte
globale du GVT , si ce dernier admet un ensemble dominant minimal robuste alors
l’e´nume´ration de tous les ensembles dominant minimaux de l’empreinte globale per-
mettra d’en trouver un.
Le pseudo-code de cet algorithme est pre´sente´ dans l’Algorithme 2.
The´ore`me 7.1 Pour tout ensemble F ne contenant que des graphes (statiques)
qui admettent un ensemble dominant minimal robuste, l’Algorithme 2 satisfait la
spe´cification de l’ensemble dominant minimal ultime pour la sous-famille de GVT
CT T |F .
Preuve. Soit F un ensemble de graphes (statiques) qui admettent un en-
semble dominant minimal robuste. Nous conside´rons une exe´cution de l’Algorithme 2
sur un GVT G = (V,E, T , ρ, ζ, φ) de CT T |F .
Nous allons prouver dans un premier temps que l’exe´cution de l’algorithme 2
ne bloque pas la convergence de l’algorithme 1 lance´ lors de l’initialisation de l’algo-
rithme 2.
Comme le nombre de sommets que peut contenir Vp est borne´ par le nombre
de processus de V , le nombre de sous-ensemble de Vp e´nume´re´ a` chaque mise a` jour
de gp est borne´. En d’autres termes, la boucle qui consiste a` explorer tous les sous-
ensembles de Vp s’exe´cute en un temps fini. Cela signifie que les calculs effectue´s par
p a` chaque mise a` jour de gp n’empeˆcherons pas la convergence de l’Algorithme 1.
Nous allons maintenant prouver que lorsqu’un processus p de G a fini de
calculer l’empreinte globale alors, apre`s un temps fini, le processus p fini par fournir
en sortie une valeur boole´enne stable et que l’ensemble des processus fournissant vrai
est un ensemble dominant minimal ultime du GVT G.
Par le The´ore`me 6.1, nous savons que l’algorithme 1 satisfait la spe´cification
de construction de l’empreinte globale pour tout GVT de la famille CCT . De ce fait,
dans toute exe´cution de l’algorithme 1 par les processus sur G, il existe un temps tx a`
partir duquel le graphe gp aura converge´ vers l’empreinte globale pour tout processus
p. D’apre`s l’algorithme 2, tout processus qui met a` jour sa copie de l’empreinte glo-
bale proce`de de manie`re de´terministe a` la recherche d’un ensemble dominant minimal
robuste sur ce graphe. Par l’hypothe`se sur G, l’empreinte globale UG de G admet au
moins un ensemble dominant minimal robuste. E´tant donne´ que tous les processus
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parcourent de la meˆme manie`re l’ensemble V , a` la recherche d’un ensemble domi-
nant minimal robuste, alors ils calculent le meˆme ensemble Mp. De plus, d’apre`s le
Lemme 5.7, M est aussi un ensemble dominant minimal ultime. L’algorithme 2 satis-
fait donc la spe´cification du calcul de l’ensemble dominant minimal ultime pour toute
exe´cution sur un GVT de CT T |F . 
Dans l’algorithme 2, on peut constater que les communications sont unique-
ment dues a` l’exe´cution de l’algorithme 1. En effet, le reste de l’algorithme se contente
de chercher un ensemble dominant minimal robuste dans la structure calcule´e par l’al-
gorithme 1. Ceci a pour conse´quence que la complexite´ en temps de l’algorithme 2
est la meˆme que celle de l’algorithme 1 car on ne´glige le temps de calcul local des
processus dans cette mesure. Cependant, signalons que cette recherche en local d’un
ensemble dominant minimal robuste est exponentielle.
Lemme 7.1 Pour tout ensemble F de graphes (statiques) qui admettent un ensemble
dominant minimal robuste, l’algorithme 2 converge vers un ensemble dominant mini-
mal ultime dans tout GVT G de la sous-famille CT T |F en diam(UωG ) rondes.
Preuve. D’apre`s l’algorithme 2, les communications sont exclusivement a` l’initiative
de l’algorithme 1. D’apre`s le The´ore`me 6.1, la complexite´ en temps de l’algorithme 1
exe´cute´ sur un GVT G de CT T est de diam(UωG ) rondes. Puisque CT T |F est une sous
famille de CT T , la complexite´ de l’exe´cution de l’algorithme 2 dans tout GVT G est
de diam(UωG ) rondes. 
7.2 Conclusion
Dans le chapitre 5, nous avons donne´e la condition ne´cessaire pour la construc-
tion de l’ensemble dominant minimal ultime par un algorithme sur tout graphe variant
dans le temps de la famille CT T : l’empreinte du GVT doit admettre un ensemble
dominant minimal robuste.
Ce chapitre a montre´ que cette condition est suffisante. Nous avons en effet
fourni un algorithme qui calcule un ensemble dominant minimal ultime pour tout GVT
de CT T dont l’empreinte admet au moins un ensemble dominant minimal robuste.
Bien que la complexite´ de cet algorithme soit line´aire en fonction du diame`tre
de l’empreinte ultime du GVT , il utilise une e´nume´ration de toutes les parties de
l’ensemble des sommets, ce qui conduit a` un temps de calcul local exponentiel.
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Variables :
gp = (Vp, Ep) : l’empreinte construite par p
Mp : l’ensemble dominant minimal construit par p
Np : l’ensemble des voisins de p
Variables de sortie :
Dp : variable boole´enne repre´sentant l’appartenance de p a` l’ensemble
dominant
Initialisation :
gp ← (∅, ∅);
Mp ← ∅;
Np ← ∅;
Dp ← faux;
Exe´cuter l’algorithme 1
Fonctions :
Fonction boole´enne SMDS qui prend en parame`tre un
ensemble M et un graphe G
si M est un ensemble dominant minimal robuste de G
la fonction SMDS renvoie “vrai”
sinon SMDS renvoie “faux”
Lors de la mise a` jour de gp par l’Algorithme 1 :
Mp ← ∅;
Dp ← faux;
Pour tout M sous ensemble de Vp (e´nume´re´ dans un ordre de´terministe
et commun a` tous les processus)
si (SMDS(M, gp)) alors
Mp ←M ;
Dp ← (p ∈Mp);
Algorithme 2 – L’algorithme EDMU permet de construit un ensemble dominant minimal
ultime de tout GVT de CT T dont l’empreinte admet un ensemble dominant
minimal robuste.
Chapitre 8
Conclusion
Dans cette the`se, nous avons e´tudie´ la faisabilite´ de certains proble`mes tra-
ditionnels des syste`mes distribue´s dans les syste`mes hautement dynamiques.
La difficulte´ de ce type d’environnement re´side sur l’impossibilite´ de pre´dire la
pre´sence de ses composants (processus, liens, utilisateurs, etc.). En effet, les diffe´rentes
composantes d’un syste`me dynamique sont susceptibles de rejoindre, de quitter ou de
se de´placer dans le syste`me a` tout moment.
Apre`s avoir de´crit notre mode`le de syste`me distribue´ dynamique par un
graphe variant dans le temps dans la premie`re partie de cette the`se, nous avons
compare´ les diffe´rentes approches existantes permettant de rede´finir un proble`me dis-
tribue´ de couverture pour l’adapter a` un syste`me dynamique. Ensuite, nous proposons
l’approche ultime (qui consiste a` satisfaire ultimement la proprie´te´ d’un proble`me).
Contrairement aux autres approches (permanente, e´volutive, temporelle), elle est com-
patible avec les familles de GVT asynchrones, de dure´e de vie non borne´e et hautement
dynamiques, sous les hypothe`ses les plus faibles de connexite´ repre´sente´ par la famille
de graphe connexe a` travers le temps. Nous avons propose´ un outil ge´ne´rique qui
permet de faciliter les preuves des re´sultats d’impossibilite´ dans un graphe variant
dans le temps. Nous avons ensuite utilise´ ce re´sultat pour prouver plusieurs re´sultats
d’impossibilite´ sur la famille de GVT connexe a` travers le temps.
Sur les GVT connexe a` travers le temps, nous avons notamment prouve´ les
trois re´sultats d’impossibilite´ suivant :
— il est impossible de calculer de fac¸on de´terministe le graphe sous-jacent
ultime (c’est-a`-dire, l’ensemble des areˆtes qui sont infiniment souvent
pre´sentes) de`s lors que le graphe sous-jacent n’est pas un graphe acyclique
(arbre) ;
— il est impossible de construire de fac¸on de´terministe un couplage maximal
ultime (de´fini comme un couplage maximal du graphe sous-jacent ultime)
sur un GVT a` moins que son empreinte ultime admette un mariage maxi-
mal ne contenant que des isthmes.
— il est impossible de calculer de manie`re de´terministe un ensemble dominant
minimal ultime (de´fini comme un ensemble dominant minimal du graphe
sous-jacent ultime) sur un GVT si son graphe sous-jacent n’admet par un
115
116 CHAPITRE 8. CONCLUSION
ensemble dominant minimal robuste (de´fini comme un ensemble dominant
minimal qui a la proprie´te´ d’eˆtre un ensemble dominant minimal de tout
graphe partiel connexe du graphe sous-jacent) ;
Nous avons ensuite propose´ d’e´tendre la mesure de complexite´ classique en
temps de rondes des syste`mes statiques sur des syste`me distribue´s dynamiques. A`
travers cette nouvelle mesure de complexite´, nous avons prouve´ l’optimalite´ de notre
algorithme de construction du graphe sous-jacent sur un GVT .
Finalement, nous avons prouve´ la condition ne´cessaire et suffisante pour
re´soudre le proble`me de l’ensemble dominant minimal ultime.
Cette the`se ouvre plusieurs questions dans le domaine des syste`mes re´partis
hautement dynamiques. Par exemple, il serait inte´ressant de caracte´riser par exemple
l’ensemble des topologies qui correspondent aux conditions ne´cessaires a` la fois pour le
proble`me du couplage maximal ultime et le proble`me de l’ensemble dominant minimal
ultime. Il serait e´galement inte´ressant d’e´tudier si notre re´sultat ge´ne´ral est applicable
a` d’autres proble`mes y compris des proble`mes non couvrants.
D’un autre cote´, il serait utile d’e´tudier les conditions ne´cessaires et suffisantes
pour re´soudre encore une fois le couplage maximal ultime et le proble`me de l’ensemble
dominant minimal ultime sur des GVT connexe a` travers le temps tout en tole´rant des
fautes (c’est-a`-dire, assurer que certaines proprie´te´s sont garanties meˆme si certaines
fautes touchent le syste`me).
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Une approche distribue´e pour les proble`mes de couverture dans les
syste`mes hautement dynamiques
Un syste`me distribue´ est un syste`me compose´ d’e´le´ments de calcul autonomes dote´s
de capacite´ de communication. Il s’agit d’un mode`le commun pour l’e´tude des re´seaux.
L’e´volution rapide des re´seaux sans fils et/ou mobiles aussi bien dans la vie quotidienne que
dans la recherche ame`ne progressivement a` inte´grer la dynamique (i.e. l’e´volution dans le
temps de la connectivite´) dans les syste`mes distribue´s. Concre`tement, cela revient a` ajouter
l’hypothe`se que les capacite´s de communication des e´le´ments du syste`me peuvent varier
dans le temps.
De nombreux mode`les conside`rent ainsi la dynamique comme composante a` part
entie`re du syste`me (et non pas comme une faute). De manie`re re´cente, une nouvelle ap-
proche, appele´e graphe variant dans le temps, tente d’unifier tous ces mode`les dans un
formalisme commun qui permet de classifier les syste`mes en fonction de leurs proprie´te´s
de connexite´ temporelle. Dans cette the`se, nous nous inte´ressons a` des syste`mes distribue´s
hautement dynamiques dans lesquels les hypothe`ses de connexite´ sont minimalistes. Plus
pre´cise´ment, nous concentrons nos efforts sur les syste`mes connexes a` travers le temps dans
lesquels la seule garantie est que tout e´le´ment du syste`me peut infiniment souvent envoyer
un message a` tout autre (sans garantie sur la pe´rennite´ de la route utilise´e ni sur le de´lai
de communication). Nous nous inte´ressons plus particulie`rement aux proble`mes de couver-
ture (par exemple, ensemble dominant minimal, couplage maximal, ensemble inde´pendant
maximal, ...) dans ces syste`mes distribue´s hautement dynamiques.
Les contributions de cette the`se dans ce contexte sont les suivantes. Nous propo-
sons tout d’abord une nouvelle de´finition pour les proble`mes de couverture qui est plus
adapte´e aux syste`mes distribue´s hautement dynamiques que les de´finitions existantes. Dans
un deuxie`me temps, nous fournissons un outil ge´ne´rique qui permet de faciliter les preuves
de re´sultats d’impossibilite´ dans les syste`mes distribue´s dynamiques. Nous appliquons cet
outil pour prouver plusieurs re´sultats d’impossibilite´ a` propos de proble`mes de couverture.
Ensuite, nous proposons une nouvelle mesure de complexite´ en temps qui permet de compa-
rer e´quitablement les performances de protocoles dans les syste`mes distribue´s dynamiques.
Enfin, nous donnons un algorithme de construction d’un ensemble dominant minimal dans
les syste`mes distribue´s hautement dynamiques.
